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Prefacio

Célculo Numérico tem objetivo destacado o estudo de técnicas (ou métodos) numéricas para obter solucdes de
problemas que possam ser representados por modelos matematicos. E uma importante ferramenta para a resolucio de
problemas praticos no engenharia e diversas areas.

A resolucdo de modelos mateméticos € geralmente complexa, envolvendo fendmenos nao-lineares, onde nio é
possivel determinar solucdes analiticas. Nestes casos, os métodos numéricos sao ferramentas imprescindiveis nas solucoes
numéricas. Portanto, o cdlculo numérico € fundamental na formacao de profissionais das 4dreas de engenharias e ciéncias
exatas.

Ja se passaram quase 40 anos desde que o primeiro autor comegou a ministrar cursos de calculo numérico e introdutério
de computag@o. Durante esse periodo, os métodos numéricos e os computadores obtiveram um papel proeminente no
curriculo de engenharia—particularmente nas partes iniciais. Muitas universidades agora oferecem cursos para calouros,
alunos do segundo ano e do terceiro ano em algoritmos numéricos e introdu¢cdo a computagdo. Muitos outros cursos
estdo integrando problemas orientados por computador em todos os niveis do curriculo. Assim, os estudantes de
engenharia devem receber uma introducdo forte e precoce aos métodos numéricos. Consequentemente, procuramos
utilizar caracteristicas que tornam o contetido acessivel tanto para estudantes de niveis iniciais quanto avancados. Essas
caracterfsticas incluem:

Orientagdo para Problemas. Os estudantes de engenharia aprendem melhor quando sdo motivados por problemas
praticos. Apresentamos os métodos numéricos na perspectiva da solugdo de problemas.

Metodologia Ninja. Orientada para o aluno, desenvolvemos uma série de recursos para tornar este livro o mais
acessivel possivel aos estudantes. Isso inclui a organizacdo geral, além do uso extensivo de exemplos resolvidos (com
calculadoras e/ou computadores) na "Metodologia Ninja”(combinando solug@o rapida e menos propenso a erros). Também
tentamos manter nossas explica¢des diretas e orientadas de forma pratica.

Ferramentas Computacionais. Capacitamos nossos estudantes a ajudd-los na resolu¢ao numérica de problemas através
de Ferramentas Computacionais com uso de softwares (Python, Octave, MATLAB e Mathcad, Maple, Mathematica - Stand-
Alone ou Online). No entanto, também estimulamos os estudantes a desenvolver programas simples e bem estruturados
para expandir as capacidades bdsicas desses ambientes. A atual fuga da programacio de computadores representa uma
certa “simplificagdo” do curriculo de engenharia. Os engenheiros nao satisfeitos em serem limitados por ferramentas terdo
que escrever codigo.

Esperamos que este curso forneca habilidades para: compreender como os niimeros sao representados nas calculadoras
e computadores para realizar computagdes numéricas; conhecer e aplicar os principais métodos numéricos para a solugao
de problemas praticos; estimar e analisar os erros obtidos; e propor solugdes para minimiza-los ou mesmo, quando
possivel, eliminéd-los. A participacio nas atividades e em cada aula € essencial para que vocé possa tirar o maior proveito
da disciplina.

Finalmente, registro que em 1988 ministrei aula de Célculo Numérico na Unicap (Universidade Cat6lica de Pernam-
buco) ao Prof. Cicero José da Silva - um aluno destacado. Este foi o primeiro ano que ministrei aulas de Calculo Numérico.
No ano seguinte ja era meu colega de trabalho na Unicap. Em 2009 cheguei na Poli-UPE e encontrei novamente o Prof.
Cicero que agora lidera o Grupo de Matemadtica e areas afins na UPE-Poli.

Escrever um texto desta natureza demanda tempo e nos causa uma certo cuidado adicional pela equipe, pois se
teme cometer oS erros que ensinamos evitar. Por este motivo, sugestoes, corrrecoes, comentarios, antecipadamente
agradecemos, devem ser enviados para um dos enderecos:

galdino.sergio @ gmail.com

Jornandesdias@poli.br

Juca@ufc.br

cjs@poli.br

was@poli.br

Recife, 01 de agosto de 2024
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Capitulo - Erros em computacoes numéricas

1.1 Sistemas de numeracao

O sistema de numeracio romana (algarismos romanos ou nimeros romanos) desenvolveu-se na Roma Antiga, e foi
utilizado em todo o Império Romano.

Ndmero romano | Nome Valor
I unus 1 (um)
\" quinque 5 (cinco)
X decem 10 (dez)
L quinquaginta | 50 (cinquenta)
C centum 100 (cem)
D quingenti 500 (quinhentos)
M mille 1000 (mil)

Os ntimeros sao escritos através de algarismos, comecando do algarismo de maior valor e seguindo a seguinte regra:

o Algarismos de menor ou igual valor a direita sdo somados ao algarismo de maior valor;
o Algarismos de menor valor a esquerda sdo subtraidos do algarismo de maior valor.
Exemplo 1.1
XI=10+1=11
XC=100—-10=90
MCMLVII = 1000 + (1000 — 100 = 900) + 50 +5 + 1 4+ 1 = 1957

Caracteristicas dos Numeros Romanos

Zero. Os romanos desconheciam o zero o inicio da contagem ¢ pelo valor I = 1. O zero ocorreu originalmente
em trés povos: babil6nios, hindus e maias. Na Europa, a defini¢cdo do zero ocorreu na Idade Média, ap6s a adog¢ao dos
algarismos arabicos, difundidos po Leonardo Fibonacci.

Sistema de numeragdo ndo posicional. O simbolo representa sempre a mesma grandeza - como € observado no niimeros
romanos é chamado de sistema de numeracio nao-posicional.

Numeros Decimais

Numeros decimais sdo numerais que se usa uma virgula (ou ponto), indicando que o algarismo a seguir pertence a
ordem das décimas, ou casas decimais. Todos os nimeros decimais finitos ou infinitos e periédicos podem ser escritos na
forma de fracdo (sdo os nimeros racionais).

Exemplo 1.2
1957 e 23.5332
v/2 e 7 ndo sdo nimeros decimais
=0.33333---=0.3e % =0.675---
~ 0.78539816 o lado esquerdo é uma constante simbélica de um niimero real divido por 4, o lado esquerdo é um

w800 | =

nimero decimal aproximado



1.2 Computagdes Numéricas

Sistema de numeracao posicional

E um modo de representacdo numérica na qual o valor de cada algarismo depende da sua posicdo relativa na
composicao do nimero.
Um ndmero z pode ser representado num sistema de base b conforme o polindmio:
T =dp 10"+ dpy_ob" 2 4 4 d bt 4 dob®+
+d_ b7t +d b2+ dop, ™
Onde n € a quantidade de digitos inteiros e m a quantidade de digitos fracionérios

Usualmente o nimero x é representado em base b pelos algarismos concatenados da seguinte forma:

r=(dp1dp_o---dido,d_1 +d_o---d_p,),

Quando b = 10, a indicagdo da base ¢ usualmente suprimida.

O sistema padrio € o decimal, a base € 10 e utiliza os algarismos de 0 a 9.
Nos sistemas de informagdo sdo bastante utilizados: o bindrio de base 2, que tem como algarismos 0 e 1 e o hexadecimal
de base 16 e utiliza os digitos de 0 a 9 e as letras de A a F. Assim, o nimero x = 42 pode ser escrito em bindrio como
x = 1010105 e em hexadecimal como x = 2A15.

A base é o niimero de algarismos diferentes que podem ser utilizados para representar os niimeros.
Exemplo 1.3

123.532 =1-10*42-10" +3-10°+3-10°+5-10"' +3-1072 421073

2A16=2-16" +10-16° =216 + 10 = 42

101010, =1-254+1-23+1-2 =324+ 842=142

O sistema de numeracgdo decimal é o mais usado pelo homem nos dias de hoje. O nimero 10 tem papel fundamental,
€ chamado de base do sistema. Os simbolos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, sdo usados para representar qualquer grandeza. O
fato de o sistema decimal ser largamente utilizado tem evidentemente razdes histéricas, pois na realidade qualquer nimero
inteiro maior que 1 poderia ter sido escolhido. De fato, no mundo dos computadores digitais o sistema bindrio € o utilizado.
O ndmero 2 € a base do sistema e os simbolos 0 e 1 servem para representar uma grandeza qualquer. Ao lado do sistema
bindrio, os sistemas octal, hexadecimal, base 8 e 16 respectivamente, sdo também utilizados. Isto ocorre pelo fato de que
cada simbolo octal e hexadecimal representa um equivalente a trés e quatro simbolos no sistema bindrio e vice-versa. A
maior parte dos sistemas de computacdo atuais hardware e software usam a representacdo bindria internamente, embora

muitos computadores antigos, tal como o ENIAC oulBM 650, usaram o sistema decimal internamente.

1.2 Computacoes Numéricas

A aritmética das miquinas digitais (computadores, calculadoras, ...) ndo é a mesma que é usada em cursos de cdlculo
ou 4lgebra. Assume-se como afirmacdes verdadeiras que 2 + 2 = 4, 22 = 4, e (v/2)? = 2. Na aritmética padrio das
maquinas digitais as duas primeiras sdo verdadeiras mas a terceira ndo. Para entender poque isto é verdadeiro deve-se
explorar o mundo da aritmética de precisao finita utilizada por maquinas digitais.

1.2.1 Conversao

Dado um nimero x representado na base N, isto é, na N-representago, e nds queremos saber como representa-lo na

base M, isso €, na M-representacdo. Temos entdo a equagao:

r=an,N"+---+a; N ' +aoN° +a_ N ' +---+a_,N"

: 1 0 1 i, (1.1
:bjM]—‘r"'—f—blM +boM® +b_ 1M~ + -+ b_ M
onde os coeficientes ay,, Gm—1, -+ , @1, Ay, A1, *** , Gnp_1, Gy, A0 conhecidos e os coeficientes b;, bj_1, - -+ , b1, by, b_1, -, by—
devem ser determinados. Observe que b;, bj_1, ---, by, bg, b_1, ---, by—1, b_; devem ser expressos com simbolos

de digitos da N-representagdo. Para realizar a conversdo dividiremos x em uma parte inteira ¢ e uma parte fraciondria f.

&)



1.2 Computagdes Numéricas

Noés temos ¢ = bij + - 4+ by M + by MO, e dividindo 4 por M nds obtemos um quociente q; € um resto r; = bg.
Continuando, dividiremos g; por M, nds conseguiremos gs € o resto 7o = by, e, obviamente, by, by, b, --- sdo os restos
consecutivos quando ¢ € dividido repetitivamente por M. De forma semelhante nds encontramos a parte fracionaria como
as partes inteiras consecutivas quando f é multiplicado repetitivamente por M e a parte inteira é removida. Os calculos
devem ser feitos na N-representacdo e M deve ser também dado nesta representacio.
Exemplo 1.4

Conversdo o nimero decimal 261, 359 para a representag@o bindria.

Conversao: Decimal para binario

Inteiro: Divisao sucessiva do niimero decimal por 2

261 | 2
1

O ndmero inteiro bindrio é obtido através dos restos das divisdes escritos na ordem inversa da sua obteng¢do. Entdo
26179 = 1.0000.01015.
Fragao: Multiplicacdo sucessiva da fracao decimal por 2

Multiplicagdo ~ Sobra
0,359x2 =0,718 0
0,718x2 = 1,436 1
0,436x2 = 0,872 0
0,872x2 = 1,774 1
0,774x2 = 1,488 1

0
1
1
1

0,488x2 = 0,976
0,976x2 = 1,952
0,952x2 = 1,904
0,904x2 = 1,808

A frag@o bindria é obtida através das sobras, parte inteira, das multiplicagdes escritas na ordem direta de sus obtengao.
Entdo 00,3590 = 0,0101.1011.1 - - -5.

Somando-se as partes inteiras e fraciondrias dos bindrios obtidos tém-se

261, 35909 = 1.0000.0101,0101.1011.1- - -2



1.2 Computagdes Numéricas

Exemplo 1.5
Conversao o ndmero decimal 261, 359 para a representacao terndria.
Conversdo: Decimal para ternario

Inteiro: Divisao sucessiva do niimero decimal por 3

0

O niimero inteiro terndrio € obtido através dos restos das divisdes escritos na ordem inversa da sua obtencdo. Entio
261, = 100.2005.
Fragao: Multiplicagdo sucessiva da fracao decimal por 3

Multiplicagdo ~ Sobra

0,359x3 = 1,077 1
0,077x3 = 0,231 0
0,231x3 = 0,693 0
0,693x3 =2,079 2
0,079x3 = 0,237 0
0,237x3 =0,711 0
0,711x3 =2,133 2
0,133x3 =0,399 0
0,399x3 = 1,197 1

A fracdo terndria € obtida através das sobras, parte inteira, das multiplicagdes escritas na ordem direta de sus obtencao.
Entdo 0, 35919 = 0,100.200.201 - - -3. Somando-se as partes inteiras e fraciondrias dos binarios obtidos tém-se

261, 35910 = 100.200, 100.200.201 - - -3

Exemplo 1.6
Conversdo o nimero decimal 261, 359 para a representacao hexadecimal.
Conversao: Decimal para hexadecimal

Inteira: Divisao sucessiva do nitmero decimal por 16

261 | 16
5 16| 16
0 1

O ndmero inteiro hexadecimal € obtido através dos restos das divisdes escritos na ordem inversa da sua obtengao.
Entao 26119 = 1054¢.



1.2 Computagdes Numéricas

Fragao: Multiplicagdo sucessiva da fracao decimal por 16

Multiplicagdo Sobra
0,359x16 = 5,744 5
0,744x16 = 11,904 11
0,904x16 = 14,464 14

0,464x16 = 7,424 7
0,424x16 = 6,784 6
0,784x16 = 12,544 12
0,544x16 = 8,704 8
0,704x16 = 11,264 11

0,264x16 = 4,224 4

A fracdo hexadecimal € obtida através das sobras, parte inteira, das multiplica¢des escritas na ordem direta de sus
obtencdo. Entao

0,35910 =0,5111476128114 -- -4
ou utilizando-se os simbolos hexadecimais (Tabela 1.1)
0,35919 = 0,5BE.76C.8B4 - - 16
Somando-se as partes inteiras e fracionarias dos hexadecimais obtidos t€m-se

261, 35919 = 105, 5BE.76C.8B4 - - -1

Tabela 1.1: Simbolos Hexadecimais.

Grandeza Simbolo
decimal  hexadecimal

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

7 7

8 8

9 9

10 A

11 B

12 C

13 D

14 E

15 F

Conv10.sce

Este roteiro Scilab realiza a conversdo de inteiros na base 10 para base qualquer.

1. // Conversdo de inteiros da base 10 para uma base qualquer
2. function y=conv10(x,b)
3. y="’



1.2 Computagdes Numéricas

while x > 0
cx=modulo(x,b)
x=int (x/b)
y=string(cx)+’.’+y

end

© 00 N O O

endfunction
Ao executar o roteiro Conv10.sce pode-se realizar as conversdes. Aqui estdo os resultados:

-->conv10(261,2)

ans =

1.0.0.0.0.0.1.0.1.

-->conv10(261,3)

ans =

ConvF10.sce

Este roteiro Scilab realiza a conversao de fraciondrios na base 10 para base qualquer.

// Conversdo de fraciondrios da base 10 para uma base qualquer
function y=convF10(x,b,n)
y=’0,"’
i=
while i < n
p=x*b
cx=int (p)
y=y+string(cx)+’.’

© 00 N O s WN

X=p-CcX
i=i+l

e
= o

. end

[y
N

. endfunction
Ao executar o roteiro ConvF10.sce pode-se realizar as conversdes. Aqui estdo os resultados:

-->convF10(0.359,2,9)

ans =

0,0.1.0.1.1.0.1.1.1.

-->convF10(0.359,3,9)

ans =

0,1.0.0.2.0.0.2.0.1.

-->convF10(0.359,16,9)

ans =

0,5.11.14.7.6.12.8.11.4.

6



1.2 Computagdes Numéricas

Conv10X.sce

Este roteiro Scilab realiza a conversdao de um nimero na base 10 para base qualquer (combina Conv10.sce e
ConvF10.sce ) .

// Conversdo da base 10 para uma base qualquer: Inteiro + Frag&o
function y=conv10X(xx,b,n)
x=int (xx)
yi=’
while x > 0
cx=modulo(x,b)
x=int (x/b)
yi=string(cx)+’. +yi

© 00 N O U WN

end
. y=yi
x=xx-int (xx)

o
= O

[N
N

. oyE=2,?
. i=0
. while i < n

s e
oW

p=x*b

e
(o)

cx=int (p)

[
~

yf=yf+string(cx)+’.’

-
oe]

X=p-cx
i=i+1

N =
o ©

. end

- y=yHyE
. endfunction

NN
N o=

Ao executar o roteiro Conv10X.sce pode-se realizar as conversdes. Aqui estdo os resultados:

-->conv10X(261,2,0)

ans =
1.0.0.0.0.0.1.0.1.,
-

-->conv10X(0.359,2,9)

ans =
,0.1.0.1.1.0.1.1.1.
-->

-->conv10X(261.359,2,9)

ans =
1.0.0.0.0.0.1.0.1.,0.1.0.1.1.0.1.1.1.
-->

-->conv10X(261,16,0)

ans =

1.0.5.,

-->conv10X(0.359,16,9)

ans =
,6.11.14.7.6.12.8.11.4.
-->

-->conv10X(261.359,16,9)

ans =
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1.0.5.,5.11.14.7.6.12.8.11.4.

-->

1.2.2 Conversao com uso de tabela: Octal = Binario

A conversio de niimeros de base 8 (= 23) para a base 2 & feita convertendo cada digito no seu equivalente bindrio de
3 bits.
Para fazer a conversdo de nimeros bindrios para octais, utiliza-se a mesma tabela de conversio utilizada para converter
ndmeros octais em bindrios. O agrupamento € relizado na dire¢ao esquerda para inteiros e na direcdo direita para fragoes.
Caso o bindrio néo tenha grupos regulares de 3 bits, comecando podem ser adicionados até 2 Os a esquerda da parte inteira
ou até 2 Os a direita da parte fraciondria.

A tabela abaixo mostra o equivalente binario de cada digito do sistema octal:

Digito Binario
octal Equivalente
0 000
1 001
2 010
3 011
4 100
5 101
6 110
7 111

Exemplo 1.7 Conversao Binario — Octal
Exemplos:

a) 11010111110, =

Q1L 910 311 110, = 3276

3 2 7 6

b) 0,1101001, =

0,110 100 100 = 0,644
"~~~

6 4 4
¢) 10101,101015 =

0;0 1(5)1 , 1(;1 Qi/()/z = 25,523

Exemplo 1.8

7l Binari 28 = 2 g=1111110101
Conversdo Octal — Binario a) 3752g 3 7 5 2 01 0102

011 111 101 010
b) 0,426 =0, 4 2 6 g=0,100010 11,
~
100 10 110

0
) 63,74l = 6 3 , 5

7T o4 1
N~ N N
110 011 111 100 001

=110011,111 100 0015

1.2.3 Conversao com uso de tabela: Hexadecimal = Binario

A conversdo de niimeros de base 16 (= 24) para a base 2 & feita convertendo cada digito no seu equivalente bindrio
de 4 bits.

Para fazer a conversdo de nimeros bindrios para hexadecimais, utiliza-se a mesma tabela de conversdo utilizada para
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converter nimeros hexadecimais em bindrios. O agrupamento € relizado na dire¢do esquerda para inteiros e na direcio
direita para fracdes.
Caso o bindrio nao tenha grupos regulares de 3 bits, come¢ando podem ser adicionados até 3 Os a esquerda da parte inteira
ou até 3 Os a direita da parte fraciondria.

As tabelas abaixo mostram o equivalente bindrio de cada digito do sistema hexadecimal:

Digito L Digito L
Binario Binario
hexa- . hexa- .
) Equivalente ) Equivalente
decimal decimal
0 0000 8 1000
1 0001 9 1001
2 0010 A 1010
3 0011 B 1011
4 0100 C 1100
5 0101 D 1101
6 0110 E 1110
7 0111 F 1111
Exemplo 1.9

Conversao Binario — Hexadecimal

a) 110101111100012 = 00110101 1111 0001 5
N o S N~
3 5 F 1
= 35F1 6
b) 0,01100010001115 = 0,0110. 0010. 0011 10002
M N
6 2 3 8
= 0,623816
¢) 110000011,110101115 = 0001 1000 0011,1101 0111,
N~ S N N
1 8 3 D 7
= 183,D716

Exemplo 1.10

Conversdao Hexadecimal — Binario

a)3A5Fis=_3 A 5 _F 14=11101001011111,
L N Ny N
0011 1010 0101 1111
b) 0,4C616 =0, 4 C 6 14=0,01001100 01102
(S Ny Ny

0100 1100 0110
) A6,97TE1s=_A 6 , 9 7 _E 15
L S e S
1010 0110 1001 0111 1110
= 1010 0110,1001 0111 111,
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1.2.4 Conversao de uma base qualquer para base 10

Para obter-se o nimero decimal equivalente a um niimero escrito em qualquer base é s6 multiplicar cada digito por
sua poténcia:
Exemplo 1.11

261, 35909 = 1.0000.0101,0101.1011.1,

Parte inteira

1-2840-2740-2640-2°40-2*4+0-234+1-2240-2140-20

= 261
Parte fracionaria
0-27'+1-27240-27341-27441-27240-2764+1.277+
1-27841.279220,3574
Erro

|261, 359 — 261, 3574| = 0,0016

Exemplo 1.12
261, 35910 = 100.200, 100.200.2013

Parte inteira

1-3%4+0-3*+0-32+2-324+0-3"40-3°

=261
Parte fracionaria
1-37'40-3240:3342-344+0-3°+0-3%+2.37"+
0-378+4+1-37220,35899
Erro

|261, 359 — 261, 35899| = 0, 00001

Exemplo 1.13
261,35910 = 105,511 1476 12 8 11 4,6 ou seja,

261, 35919 = 105, 5BE.76C.8B414
Parte inteira

1-1624+0-16' +5-16° = 261

Parte fracionaria
5 11 14 7 6 12 8 11 4

6 162 T 163 167 T 165 ' 160 ' 167 | 16° | 169

=0, 358999999996 74

10
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Erro

1261, 359 — 0, 35899999999674| = 3,24 x 10712

1.2.5 Representacao de um nimero inteiro

A representagdo de um nimero inteiro num computador qualquer que trabalha internamente com uma base fixa
£ > 2 (um niimero inteiro); sendo geralmente escolhido como uma poténcia de 2.

Dado um nimero inteiro n > 0, ele possui uma tnica representagao,

n = t(ngng_1---Ning)

1.2
= (¥ + g1 857+ -+ g B+ noBY), (2

onde osn;, i =0, 1, --- | k sdo inteiros satisfazendo 0 < n; < S e ng # 0.

Por exemplo, na base 5 = 10, o nimero 1957 é representado por:
1957 =1 x 10° + 9 x 10* + 5 x 10" 47 x 10°

e é armazenado como n3naning.

1.2.6 Representacao de um niimero real

A representagdo de um niimero real no computador pode ser feita de duas maneiras:

1.2.6.1 a) Representaciao do ponto fixo

Este foi o sistema usado, no passado, por muitos computadores. Sendo ainda usado por ser simples em aplicagdes de
microprocessadores. Um nimero real,  # 0, ele sera representado em ponto fixo por:

—1
z=%) x4 (1.3)
i=k

onde k e [ sdo o comprimento da parte inteira e fraciondria do nimero x, respectivamente.
Por exemplo, na base 8 = 10, o nimero 1957.325 é representado por:

-3
1957.325 = + ) ;'
1=3
=1x103+9x102+5x 101 +7x10°+3x 1072 +2x 1072 4+5x 1073

e é armazenado COMO T3LoXL1Xy.-L—1L—_2L_3.

1.2.6.2 b) Representacao do ponto-flutuante

Em geral, um niimero X na representagdo do ponto-flutuante tem a forma seguinte:

z=+m-p* (1.4)
onde ,
m = mantissa, um nimero fraciondrio em ponto fixo, isto é, m = Z m_i,B_i (ondet=1,2, ---t,sex # 0,entdio 0 < m < 1
e t é a quantidade de digitos significativos ou precisdo do sistema); =
3 = base, 2 se o sistemas de numeracao for binario, 10 se o sistema de k = expoente, um inteiro (kins < Ksup).
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1 . L . . . . .
m—_1 # 0ou — < m < 1 (significa que devemos ter um digito ndo nulo apos a virgula) caracteriza o sistema de niimeros em

ponto flutuante normalizado.

Em niimeros binarios de ponto flutuante IEEE 754, valores zero sdo representados pelo expoente polarizado e significando que
ambos sendo zero. O zero negativo tem o bit de sinal definido para um. Um pode obter zero negativo como o resultado de determinados
calculos, por exemplo, como resultado de subfluxo aritmético em um niimero negativo, ou —1.0 x 0.0, ou simplesmente como —0.0.

Na codificagdo de ponto flutuante decimal IEEE 754, um zero negativo é representado por um expoente que é qualquer expoente
valido no intervalo para a codificagdo, o verdadeiro significando sendo zero, e o bit de sinal sendo um.
Exemplo 1.14

Escrever o niimero N = —19.2 - 10~® em ponto flutuante na forma normalizada.

Reescrevendo o niimero para a forma N = —0.192 - 107 , o niimero fica na representago do ponto-flutuante, o expoente é igual
a -6, a mantissa € igual a -0.192 e a base ¢é 10.

Escrevendo agora os nimeros: z1 = 0.53; x2 = —8.472; x3 = 0.0913; x4 = 35391.3 e x5 = 0.0004 , onde todos estdao na base

£ = 10, em ponto flutuante na forma normalizada:

z1 = 0.53 = 0.53 x 10°,

o = —8.472 = —0.8472 x 10!,
23 = 0.0913 = 0.913 x 1071,

x4 = 35391.3 = 0.353913 x 10°,
x5 = 0.0004 = 0.4 x 1073,

Para representarmos um sistema de nimeros em ponto flutuante normalizado, na base (3, com ¢ digitos significativos e com limites
do expoente kin s € ksup, usa-se a notacdo: Fn (8, ¢, king, ksup)-
Um ntimero em Fx (8, t, kiny, ksup) serd representado por:

+0.m_1m_om_3---m_¢ X Bk (1.5)

ondem—_1 #0¢eking <k < ksup.
Exemplo 1.15

Considere o sistema [Fx (10, 3, —2, 2). Represente nesse sistema os nimeros do exemplo anterior.
Solucdo: Os niimero serfio representado por +£0.m_1m_sm_3 X 8%, onde —2 < k < 2. Entio:

Normalizagdo Fx(10,3,-2,2)
r1 = 0.53 = 0.53 x 10° 0.530 x 10°

T9 = —8.472 = —0.8472 x 10T | —0.847 x 10"
73 =0.0913 = 0.913 x 1071 0.913 x 1071
x4 = 35391.3 = 0.353913 x 10° | (0.353 x 10°)
r5 = 0.0004 = 0.4 x 1073 (0.400 x 1079)

Observe que os nimeros 4 = 35391.3 e x5 = 0.0004 ndo podem ser representados no sistema. De fato, o nimero 35391.3 =
0.353913 x 10° tem o expoente maior que 2, causando overflow, por outro lado 0.0004 = 0.4 x 10~ e assim o expoente é menor que
—2 causando underflow.

Exemplo 1.16

Diferenca entre dois nimeros na aritmética em ponto flutuante normalizada.

0.27143247 - 107
—0.27072236 - 107

0.00071011 - 107
Vemos que a diferenga entre estes dois nimeros ponto-flutuante normalizados, resulta num nimero em ponto-flutuante néo

normalizado. Podemos, entretanto, normaliza-lo se deslocarmos o ponto trés lugares a direita e somar -3 ao expoente, obtendo-se
0.71011000 - 10* normalizado.
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1.2.7 Armazenamento na memaoria

Para comecgar vamos representar o nimero 0.00053474839 num computador decimal. A notagdo ponto-flutuante normalizada
deste niimero é 0.53474839 - 103, Par evitar expoente negativo, nés adicionamos, arbitrariamente, 50 (deslocamento) ao expoente e
o niimero agora é 0.53474839 - 10%7. O expoente somado a uma constante arbitraria é chamado de caracteristica. O niimero pode ser
representado, unicamente, através da normalizacdo da notacdo ponto-flutuante, na memoria do computador utilizando o esquema de

representacéo seguinte:

L+ ls]sfafr]a]s]s]o][4]7]
N ~

sinal caracteristica = expoente + 50

Deve ser observado que a caracteristica coloca o expoente limitado a expressdo seguinte: —50 < k£ < 49. O ndmero tem o
maximo de oito digitos de precisdo e a representacdo falha quando temos niimeros muito grande ou muito pequeno. De modo andlogo,
um nimero bindrio na representacio do ponto-flutuante também pode ser armazenado na memoria de um computador digital. Uma

palavra armazenada tendo um bit de “sinal”e 31 bits regulares pode representar um nimero bindrio ponto-flutuante na forma seguinte:

0 1 8 9 31

’ sinal ‘ caracteristica | mantissa normalizada

onde
sinal = sinal do nimero codificado, 0 se positivo e 1 se negativo;
caracteristica = 127 + expoente (resultado escrito em bindrio);

mantissa = fracdo bindria normalizada.

Exemplo 1.17
Represente o niimero 12.625 numa palavra de 32 bits conforme esquema de representacdo acima.

._.

© W

o o
— |

2
1

Multiplicagdo Sobra
0.625x2 =1.25 1
0.25 x2=0.50 0
05 x2=1.0 1

12.62519 = 1100.1012 = 0.1100101 x 2*
Ajustando a caracteristica: 4 + 127 = 131

13110 = 1000 00112
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1.2.8 Aritmética do ponto-flutuante

Os principios das operagdes aritméticas bdsicas de um computador serdo discutidos agora. Para isto iremos considerar que
estamos trabalhando num computador decimal com uma palavra de 10 digitos de comprimento. Principios semelhantes s@o utilizados
em computadores bindrios (digitais).

Operacao Adicao ( + ou — )

Na adi¢do (soma ou subtrag¢@o) de dois nimeros o computador examina a caracteristica ajustada dos dois nimeros. Os seguintes
casos sdo possiveis:

1- Caracteristicas iguais: Adiciona-se as mantissas e mantém-se a caracteristica.

32109876 54
+12340123 54

44449999 54

2- Quando existe estouro (overflow) na adi¢do das mantissas: O resultado serd ajustado.

51319212 55
498756431 55

150075643 55

estouro caracteristica
Resulta em:

15007564 56
pN

caracteristica ajustada

3- Caracteristicas distintas: Mantém-se a de maior médulo e ajusta-se a de menor valor.

31411122 55 31411122 55
412344321 53 — 400123443 55
31534565 55

4- Resultado com zero, ou zeros, a esquerda: Normaliza-se o resultado.
34122222 73

—34000122 73
00122100 73 resulta em: 12210000 71
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Operacao Multiplicacao ( x )
Na multiplicagd@o e divisdo as mantissas e caracteristicas sdo tratadas separadamente.

31313142 51
x 12315782 65

mantissa = 0.31313142 x 0.12315782 = 0, 038564583

caracteristica = 51 + 65 — 50 = 66, onde —50 é o desconto para compensar o ajuste +50 em cada ajuste do expoente da

representagao.
A produto é:
31313142 51 x 12315782 65 = 038564583 66

Com a normalizagdo obtém-se o resultado: 38564583 65

Operacao Divisao (=)

Na divisdo as mantissas e caracteristicas sao tratadas separadamente.

31313142 51
12315782 65

mantissa = w = 2.5425216198208

0.12315782

caracteristica = 51 — 65 + 50 = 36, onde 450 € adicionado para compensar o cancelamento +50 do ajuste do expoente em cada
representacao.
A divisao é:
31313142 51

Com a normalizacio obtém-se o resultado: 25425216 37

1.3 Analise de erros

Resultados exatos dos calculos sdo um supremo ideal em andlise numérica. Quatro tipos de erro afetam a exatiddo dos calculos
[Ueberhuber1997]: erros de modelo, erros de dados, erros de algoritmos e erros de arredondamento. A maioria da literatura em
lingua inglesa faz classificaciio diferente. Estes erros ndo sdo conseqiiéncias de equivocos ou decisdes precipitadas. Diferente, por
exemplo, de erros de programacdo, eles sdo inevitdveis. Em muitos casos eles podem ser antecipados, e requerimentos de exatidao
podem ser impostos, i.e., eles podem ser controlados para permanecerem abaixo de certos limites de erros. Os limites de erro sdo parte

da especificagdo do problema numérico:
|Erros do modelo + erros dos dados + erros de algoritmos + erro de arredondamento| < tolerancia

Todos os erros relevantes t€ém que ser identificados e seus efeitos nos resultados numéricos devem ser avaliados. Nas se¢des

seguintes os quatro tipos de erros sdo caracterizados.
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1.3.1 Erros de modelo

Em qualquer processo de modelagem, vdrias grandezas sdo desprezadas. O modelo resultante é uma abstracdo da realidade e
vérios modelos podem ser utilizados. O desvio inevitdvel entre o modelo e o objeto modelado é denotado por erro de modelagem. E
necessdrio estimar a magnitude dos efeitos dos erros de modelagem para garantir os requisitos de tolerancia de erro. Normalmente tais

estimativas nao sao obtidas pois os fatores envolvidos sdo desconhecidos e ndo quantificados.

1.3.2 Erro de dados

Geralmente modelos nao sdo para uma aplicacdo especifica, mas para uma classe de aplica¢des similares. Uma instancia €
identificada por valores de parametros do modelo. Por exemplo, o comprimento /, o deslocamento angular inicial € e a constante
gravitacional g (que depende da localizacdo geogrifica) sao pardmetros do modelo matemadtico do péndulo simples. Devido a medi¢des
inexatas e outros fatores, os valores usados para pardmetros do modelo diferem do verdadeiro valor (normalmente desconhecido); isto
¢é chamado de erro de dados. Os impactos dos erros de dados sdo objetos de andlise.

1.3.3 Erro de algoritmo

Quando um problema matemadtico nao pode ser resolvido analiticamente usando manipulag¢des algébricas, entdo pode ser tentada
uma solugao por algoritmo numérico. No desenvolvimento de algoritmos numéricos sdo feitas simplificagdes antes que uma formulagao
finita do problema possa ser obtida para que o esfor¢co computacional requerido seja reduzido a um nivel razodvel. O desvio resultante
dos resultados obtidos pelo algoritmo dos da solug¢ao do problema matematico € denotado por erro de algoritmo.

Exemplo:

A solug¢do do sistema de equagdes

Ar=b, AeR™" bzeR"

requer um esfor¢o computacional proporcional a n®. Se uma solugéo aproximada Z satisfazendo
||AZ — b]| < €
¢ suficiente, o custo computacional pode ser reduzido significativamente. Se A ndo possui estrutura especial, entdo somente

In(2 -
vt = a7,

multiplicagdes matriz-vetor sdo necessdrias para solucdo iterativa [Traub1984]. O nimero x2 é o nimero condi¢io euclidiano da
matriz A (ver secdo 13.8 [Ueberhuber1997]).

1.3.4 Erro de truncamento

Algoritmos numéricos implantados em um computador podem somente realizar uma seqiiéncia finita de opera¢des aritméticas
(adigdo, subtraciio, multiplicagdo, divisao e logicas). Para calcular fun¢des predefinidas sin, exp, In, ... somente uma seqiiéncia
finita de operacdes aritméticas sdo executados pelo computador. O erro devido a troca de um processo infinito por uma seqiiéncia finita
de operagdes aritméticas € chamado de erro de truncamento.

Exemplo 1.18

A troca da série infinita da exponencial:

k n k

oo

- x

e :E o com P,(z) =
k=0

produz um erro de truncamento

etrunc(z) = Pp(x) — cos(z)

que cresce com a distincia entre x e zero.
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1.3.5 Erros de discretizacao

O erro resultante de uma troca de informagdo continua por informagdo discreta, num processo de amostragem, é referido como
erro de discretizacdo. Muitos autores estendem o termo erro de truncamento para incluir o erro de discretizagao.
Exemplo 1.19

O célculo de uma integral definida

I= /ﬂb f(x)dx

séo aproximados por somas finitas envolvendo uma malha de pontos z; € [a,b], ¢ = 1,2, - - - n que pertencem ao conjunto de nimeros
de pontos flutuantes e as correspondentes avaliacdes aproximadas das fungdes {f(x1),--- f(zn)}. Os erros de arredondamento

comprometem a exatidao dos resultados quando tenta-se minimizar os erros de truncamento refinando-se a malha de discretizacao.

1.3.6 Erros de arredondamento

Um computador fornece somente um conjunto finito de nimeros: inteiros, e nimero de ponto-flutuante com mantissa de
comprimento fixo. Desta forma as operacdes feitas num programa de computador nio sdao geralmente executadas exatamente. Cada
passo mapeia seu resultado em um dos niimeros de ponto-flutuante disponiveis, normalmente o mias préximo. A diferenca entre o
resultado exato e o resultado arredondado de uma operacdo 4 chamado de erro de arredondamento. O efeito dos erros de arredondamento
acumulados sobre o resultado final do método de aproximacao é chamado de efeito de erro de arredondamento.

1.3.7 Erros em calculos praticos

4
A férmula do volume de uma esfera é: V = 3" TP A expressao decimal V' = 1.333--- - x3.1415926535 - - - X r? contém

infinidades de algarismos, dos quais sé utiliza-se alguns nos célculos.

Exemplo: 7 = 1.37m € um valor aproximado fornecido por uma medida, entao
V =133 x3.14- - x (1.37)® ~ 10, 74m>
A utilizag@o de mais algarismos nos caculos tem maior custo computacional e gera a ilusdo de se ter obtido uma grande aproximagao.

Narealidade t€ém-se a gerac¢ao de algarismos desprovidos de qualquer valor. Quando se trabalha com niimeros aproximados € necessario
avaliar a exatiddo dos resultados.

1.3.8 Definicoes das Medidas dos Erros

As medidas de erro (ou de exatidao) mais utilizadas sdo o erro absoluto e o erro relativo.

Se x € um ndmero real e £ sua aproximagao, entao:

O erro absoluto da aproximacdo & € definido como
|z — &
O erro relativo da aproximac@o ¥ é definido como

|z — &

||

o erro relativo é adimensional e, muitas vezes, € expresso como percentual. O erro relativo em porcentagem da aproximagao €

,sex #0

dado por
|z — Z|

||

x 100%,se z # 0



1.4 Propagacdo de erros

1.3.9 Arredondamento e Truncamento

Durante as computacdes numéricas, apds a normalizacdo, os resultados dos cdculos sdo arredodados ou truncados para ¢ digitos,
onde se obtém o resultado aproximado. Assumindo que todos os digitos envolvidos no aproximagao resultante sdo exatos, t€ém-se:

Erro de Truncamento < 3~°

L
Erro de Arredondamento < 5 X B
onde 8 = 10 para base padrdo decimal.

No trucamento desprezado os digitos apos t—digitos. O arredodamento simétrico é o considerado.

1.4 Propagacao de erros

Nesta sec@io vemos estudar como o erro de computacdes numeércas se propagam (arredondamentos/truncamentos).

1.4.1 Propagacao de Erros nas Operacoes Aritméticas: Adicao

Suponha que um resultado x € resultante da adi¢do de duas quantidades a e b
r=a+b
Considere Aa e Ab serem os erros absolutos na mediada de a e b e Ax ser o valor absoluto do erro em .
rEt Az =(atAa)+ (b£ Ab) = (a+b) £ (Aa+ Ab)
=z £ (Aa+ Ab)

Entao

Az = Aa+ Ab

Portanto o erro maximo absoluto em x = erro maximo asoluto em a + erro maximo asoluto em b.

1.4.2 Propagacao de Erros nas Operacoes Aritméticas: Subtracao

Suponha que um resultado x € resultante da subtracdo de duas quantidades a e b
r=a—0>b
Considere Aa e Ab serem os erros absolutos na mediada de a e b e Ax ser o valor absoluto do erro em .
x+ Ax = (at Aa) — (bx Ab) = (a — b) £ (Aa + Ab)

=z £ (Aa+ Ab)

Entao

Az = Aa+ Ab

Portanto o erro maximo absoluto em x = erro maximo asoluto em a + erro maximo asoluto em b.



1.4 Propagacdo de erros

1.4.3 Propagacao de Erros nas Operacoes Aritméticas: Multiplicacao

Suponha que um resultado z € resultante da multiplicacdo de duas quantidades a e b
r=axb

Considere Aa e Ab serem os erros absolutos na medida de a € b e Ax ser o valor absoluto do erro em x.

z+Azr = (atAa)x (bt Ad)
=(axb)x(a-Ab+b-Aa+ Aa- Ab)
=zt (a-Ab+b-Aa+ Aa- Ad)

Entao
Az _ Ao Ab, Aa  Ab  Aa Ab

~

x a b a b a b
Portanto o erro maximo relativo Az /xz = erro maximo relativo Aa/a + erro méximo ralativo Ab/b. Os produtos dos erros relativos

Aa/a x Ab/b sdo considerados muito pequenos e negligenciados.

1.4.4 Propagacao de Erros nas Operacoes Aritméticas: Divisao

Suponha que um resultado x € resultante da divisdo de duas quantidades a e b

a
r= -
b
Considere Aa e Ab serem os erros absolutos na medida de a € b e Ax ser o valor absoluto do erro em x.

_ (axAa)
TEAT =AY

o (L£5%)
b (1+4h)
Expandindo binomialmente

-1
(1 + &) = (1 F ab =+ termos contendo

b b
- . A
poténcias mais altas de 5
1.4.5 Propagacao de Erros: Generalizacao
Em muitos casos nés estimamos o erro de uma fun¢éo f(x1,x2,... ,2»n) com erros individuais nas varidveis (1, x2, ..., Tn)
conhecidos. Nés encontramos diretamente que
0 0 0
A= nev s Y py vk Y g, (1.6)
or1 0x2 Oxn

onde os termos de ordem superior foram desprezados. O erro maximo é dado por

_|9f of N
a11= |25 180+ | 3L 1ol 44|

pr Az, | (1.7)

O limite superior do erro é geralmente bastante pessimista, em computagdes praticas os erros tém uma tendéncia a cancelar [Froberg65].
Por exemplo, se 20000 nimeros sdo arredondados com quatro casa decimais e adicionados, o erro maximo é

% x 10™* x 20000 = 1

Um experimento com simulacao Monte Carlo- por exemplo, gerando erros uniformemente distribuidos na quarta casa decimal,

demonstra que a previsdo acima é pessimista para o cendrio examinado.



1.4 Propagacdo de erros

Exemplo 1.20

O volume de uma caixa é calculado pelo Comprimento, Largura e Altura, V' = C' x L x A. A caixa tem medidas de 10.5 = 0.3m
por 6.3 £ 0.2m por 4.8 &+ 0.1m. Encontre o volume e a incerteza no volume.

V =(10.5m) - (6.3m) - (4.8m) = 317.52 m*

AV = yzAx + xzzAy + zyAz

|AV] = |yz| - |Az| + |z2] - [Ay| + |zy| - Az

|AV| = 6.2m - 4.8m - 0.3m + 10.5m - 4.8m - 0.2m 4 10.5m - 6.2m - 0.1m = 25.518m>

Entdo V = (312.52 + 25.52) m®

Exemplo 1.21

Considere L = x - cos(0) para z = (3.0 + 0.2)cm, § = (50 £ 2)° = (0.87266 + 0.034907) rad. Encontre L e sua incerteza.
(obs: aincerteza no ancgulo deve ser em radianos !)

L=3.0 cm cos 50° = 1.928 cm

AL = cos(0)Ax — x - sen(0) Al

Tomando o valor absuluto de cada termo

|AL| = |cos(0)| - |Az| + |z - sen(8)] - A

= c0s(50°)-(0.2cm) + (3cm)-sen(50°) - 0.034907 = 0.20878cm
Entao L =(1.93 £0.21) cm

1.4.6 Cancelamento numérico

Devido ao comprimento limitado das palavras em computadores, e em conseqiiéncia do uso da aritmética do ponto-flutuante com
representacdo normalizada, as leis da aritmética elementar ndo sdo satisfeitas. Os efeitos do uso da aritmética do ponto-flutuante serdo

vistos em alguns exemplos que seguem.

Os exemplos a seguir violam a lei associativa da adi¢@o:
Exemplo 1.22

(usando-se uma maquina com quatro digitos decimais na mantissa da representacao)

£ =09.909 y=1.000 z=—0.990
(z 4 y) + 2z = 10.90 + (—0.990) = 9.910
z+ (y+2) = 9.909 + (0.010) = 9.919

Exemplo 1.23

(usando-se uma maquina com quatro digitos decimais na mantissa da representacao)

r =4561 y = 0.3472

(y 4+ 2) —x = (0.3472 + 4561) — 4561 = 4561 — 4561 = 0.0000

y+ (x —z) =0.3472 + (4561 — 4561) = 0.3472 + 0.0000 = 0.3472

Vejamos agora um exemplo (usando-se uma maquina com quatro digitos decimais na mantissa da representacdo) que viola a lei

distributiva.

Exemplo 1.24
z=09909 y=-1.000 =z =0.999
(z xy)+ (z x z) = —9909 + 9899 = —10.00
z X (y+ 2) = 9909 x (—0.0001) = —9,909
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1.4 Propagacdo de erros

Exemplo 1.25

A equacio do segundo grau z° — b - 4 € = 0 tem duas solucdes:

_b+\/b274ee b— Vb2 —4e
B 2

T T2 =
2

Seb > 0ee << b, x2 é expresso como a diferenca de dois nimeros praticamente iguais e poderd perder muitos digitos
significativos.
Se x5 for reescrito como:

€ 2¢
1 b+ /b2 — de

i 2 . € ;. . .
a raiz € aproximadamente 5 sem perda de digitos significativos.

T2 =

Usando-se uma méquina com quatro digitos decimais na mantissa da representacao:

b=300.0 e e=1.000
4/90000 — 4.000 = 300.0

600.0

Tr1 = m = 300.0
300.0 — 300.0  0.0000
T2= 5000~ 2000 0000

e 1.000

usando a relagdo o = — = 0.0033 é um resultado mais preciso.
T 300.0

Exemplo 1.26

Sabe-se que para x grande senh(z) = cosh(x) = %.

T

Se quisermos calcular e~* podemos dizer que e~* = cosh(z) — senh(z), o que conduz a um cancelamento perigoso.

Por outro lado e * = fornece resultados mais precisos.
cosh(x) + senh(x)

e’ —e” e’ +e "

senh(x) = 26 & cosh(z) =
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Capitulo Execicios

6.

= Capitulo Execicios <>

. Converta o nimero 1597,41 para base bindria com oito digitos apds a virgula (oito digitos bindrios).

Do nimero bindrio encontrado na resposta da questdo (1) utilizar tabelas de conversdo para obten¢ao da sua representagio octal

e hexadecimal:

(1597,41) 2y = (16)-

Obs: (1597, 41)(2) é o niimero bindrio obtido na questao (1).

. Converta os seguintes nimeros octal (base 8) e hexadecimal (base 16) em bindrio usando tabelas de conversao correspondentes:

267,45 (s) = @

35E, 9D(16) = (2)-

Converta para decimal os nimeros seguintes

1202,2(3) = (10)
11010011,1011 2y = (10)-
67,348y = (10)
3C,6A(16) = (10)

. Escreva os nimeros abaixo na nota¢do normalizada F (10, 5, —50, 49).

a) -184.57

b) 0.235

c) -0.00379155445
d) 0.0000471983
e) 3194.74

Armazenar na memdria de uma maquina decimal, utilizando a nota¢ao Fx (10, 6, —50, 49), o nimero —753, 937486 conforme
esquema descrito abaixo:

LI LTIl

J —mantissa— |

sinal caracteristica = expoente + 50

O sinal do niimero é codificado como (4, —).

Represente o ntimero -198.35 numa palavra de 32 bits conforme esquema representado abaixo.

0 1 8 9 31

’ sinal ‘ caracteristica ‘ mantissa normalizada ‘

onde:
sinal = sinal codificado O se (+) e 1 se (—);

caracteristica = 127 + expoente (convertido em bindrio);

mantissa = fracdo bindria normalizada.

Realize as operagdes aritmética abaixo na notagdo nomalizada F (10, 4, —50,49):



Capitulo Execicios

10.

a) 415428 + 431428 =
b) 7342 63 + 8919 63 =
¢) 2157 74 + 7581 76 =
d) 882183 - 875683 =

Dado os niimeros A = 582143 37 ¢ B = 216842 86 armazenados na memoria de uma maquina decimal utilizando a notagéo

Fx (10,6, —50,49), realizar as seguintes operagdes:

a) A-B=
B
b) = =
) A
Assuma que os ndmeros 1.144 e 61.732 possuam cada um, um erro absoluto méximo de 0.0005. Qual o erro relativo maximo

em cada nimero? Qual o erro absoluto mdximo nas suas operagdes aritméticas (soma, subtragio, multiplicago e divisdo)?

. Qual o erro absoluto méximo resultado de f(x) = e~ “cos(z) ao se usar o valor de z = —0.9 =+ 0.005 ?
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Exercicios Suplementares

1) Converta os seguintes nimeros decimais para sua forma bindria:

a) 35 b) 2345 ¢)0.1218 d)67.67 e)95  f)2500
2) 2000 h)655 i) 722 j)3.6x10% 1231 m)2.5x 10718

2) Converta os nimeros bindrios para suas formas octal, hexadecimal e decimal:

a) 1011012 b) —1101010112 ¢) —0.11012
d)0.1111111012 e) 0.00001012 f) 10101,

g) —111010110112  h) —0.11000012 1) 0.101100111101,
j) 0.001100101>

3) Reescreva os niimeros seguintes na representacdo do ponto-flutuante normalizada:

a) 27.534 b) —89.901 ¢) 18 x 102! d)1.3756 x 10~ 7
e)11.0111, f) —111.01012  g) 0.001012  h) 1110101012

4) Seja o nimero seguinte em ponto-flutuante num computador de 32 bits:

0010.0101.0000.0001.0001.1001.1100.1110

Se o primeiro bit € o sinal do nimero, os oito seguintes a caracteristica obtida com adi¢do de 128 ao expoente do nimero

ponto-flutuante, e os 23 restantes sdo a mantissa, responda as questdes seguintes:

a) O ndmero estd normalizado? Se nao o normalize.
b) Qual o sinal do nimero?
¢) O valor absoluto do nimero é menor que 1?

5) Repita a questdo 4 com o niimero:
1000.0000.0110.1101.1010.1101.1011.0110

6) Para a representacdo da questdo 4, quais sdao aproximadamente o maior € 0 menor niimero, 0 menor nimero positivo e o proximo

menor nimero positivo.

7) Represente os niimeros bindrios da questdo 2 na maquina bindria que utiliza o seguinte esquema de representaciio de ponto-

HENEEEEEEEEEEEEE NENEEEEN
\'1 ria‘mtissa ca?acterl’stica

a) o bit de sinal é codificado 0 se o niimero € positivo e 1 se o nimero € negativo.
b) a caracteristica é obtida com adi¢do de 128 ao expoente do nimero ponto-flutuante.

8) Converter para base 10 os valores representados na maquina bindria da questdo 7) acima:

9) Seja um sistema de aritmética de ponto-flutuante na base decimal com quatro digitos na mantissa e dois na caracteristica, 1

digito de sinal da mantissa e 1 digito sinal da caracteristica.
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HENER NN

l mantissa | expoente
sinal sinal

da mantissa  do expoente

O sinal € codificado (+) se o nimero € positivo e (-) se 0 nimero € negativo.
Dados os nimeros:
x=0.77237 y =0.2145 x 1073 2z = 0.2585 x 10!

Efetue as seguintes operagdes:

Arz+yt+z bDrx—y—2z oz/y d)(xy)/z e)x(y/z)

10) Use a aritmética do ponto-flutuante, com a representagao da questdo 9 acima, para somar e subtrair os seguintes
pares de niimeros:

a) 5.414234 e 2.27531  b) 5.414234 e 22.7531
c) 54.67 e 0.328 d)5.4x1078e3.14 x 107°

11) Use a aritmética do ponto-flutuante, com a representacdo da questao 9 acima, para realizar as operagoes aritméticas

seguintes:
a)3.14 x 747 b)75.81 x 815 ¢)1.35+28.5 d)4000 + 150
12) Calcular as cotas dos erros absolutos e relativos que se comete ao se tomar como valores de:

a)22/7 1b)333/116 ¢)355/113 d) V3 ++2

2 4 6
T T T N o

13) Ao se calcular cos(z) = 1 — ETRTR] para x = 5/7, quais sdo os erros: inicial, de truncamento, de
arredondamento e total cometidos quando se realiza os calculos arredondados em duas casas decimais.
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Capitulo - Resolucao de Sistemas de Equacoes Lineares

Este capitulo dedica-se a solugdo de n equacdes algébricas lineares em n incégnitas. E muito comum a solugio
numérica de problemas préticos que envolvem equacdes simultaneas. Além disso, sistemas lineares decorrentes de pro-
blemas fisicos sdo geralmente muito grandes, que consomem muitos recursos computacionais. Portanto hd algoritmos
desenvolvidos para a solucao dos grandes conjuntos de equagdes, sendo cada um deles adaptado a um determinado forma
dos coeficientes da matriz (esparsas, simétrica, em faixas, etc). Cole¢cdes bem conhecidas destas rotinas sdo: NAG,
LAPACK, IMSL e NETLIB. Est4 fora do escopo deste livro discutir todos os algoritmos especiais. A opc¢do € apresentar
alguns dos métodos basicos de solugdo.

Um sistema de equagdes lineares, com m equagdes e n variaveis, € escrito geralmente como:

anry + airz + o+ awrn, = b
azir1  +  azrz + -+ awmr, = b
2.1
am1%1 + GmeTz + 0+ AT = bm
onde
aij,t =1---m,j = 1---nsio coeficientes constantes
x5, = 1---n slo vardveis
b;,i = 1---m sdo constantes
A resoluc@o de um sistema linear determina os valores de x;,j = 1---n que satisfazem as m equagdes.
O sistema linear pode ser representado, usando a notag@o matricial, por:
A-x=b (2.2)
onde
ail 12 - Qln
az1 422 - G2n , . .
A= ] ] ] é a matriz dos coe ficientes (2.3)
Am1  Am2 Amn
T
T2
X = ) é a matriz coluna das varidveis 2.4)

Tn



>

b= ) é a matriz coluna das constantes.

Denota-se por * o vetor solucdo e & uma solucdo aproximada do sistema linear A - x = b.

2.5)

Uma representacdo ttil das equacdes para fins de computacdes manuais (usando calculadoras, mas sem usar

programacio) € o da matriz de coeficiente aumentado, obtida pela adjacéncia do vetor constante b a matriz de coefi-

ciente da seguinte forma:

air a2z - aip | b

az1 @y -+ Gon | bo
Alb =

am1 Am2 s Qmn bm

As situagdes que podem ocorrer com relagdo ao nimero de solugdes de um sistema linear sdo:
1. Solucdo tnica (sistema determinado);
2. Infinitas solugdes (sistema indeterminado);
3. Nao admite solugdes (sistema incompativel).

Serd apresentado métodos numeéricos para encontrar a solugio tnica de sistemas lineares n x n. Os métodos numéricos

s@o divididos em dois grupos: métodos diretos e métodos iterativos.

Gauss
Métodos Diretos Jordan
Decomposicao LU (Doolittle, Crout e Choleski)
Jacobi
Estaciondrios Gauss-Seidel
SOR
Meétodos Iterativos CG
~ . (CGNE,CGNR,CGS)
Néo-estacionarios
BiCG
BiCGSTAB

SOR (Successive Overrelaxation) - Sobre-Relaxacgdo sucessiva

CG (Conjugate Gradient) - Gradiente Conjugado

CGNR (Conjugate Gradient on the Normal equations to minimize the Residual) - Gradiente Conjugado sobre equagdes normais para minimizar o Residuo
CGNE (Conjugate Gradient on the Normal equations to minimize the Error) - Gradiente Conjugado sobre equa¢des normais para minimizar o Erro

CGS (Conjugate Gradient Squared) -Qudarado do Gradiente Conjugado

BiCG (Biconjugate gradient) - Gradiente Bi-Conjugado

BiCGSTAB (Bi-conjugate gradient stabilized method) - Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado

O métodos destacados com negrito serdo apresentados a seguir
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2.1 M¢étodos diretos

Meétodos diretos fornecem a solucdo exata x*, ndo considerando erros de arredondamento, na solucio do sistema
linear, ap6s um nimero determinado de operacoes.
Métodos iterativos geram uma sequéncia de vetor x(*), a partir de uma aproximagio inicial x(*). Sob determinadas

condigdes, esta sequéncia converge para a solucao .

2.1 Meétodos diretos

Todos os métodos de solugdo de sistemas lineares estudados nos 1° e 2° graus sao diretos. A Regra de Cramer
aplicada a resolugdo de um sistema n x n envolve o célculo de (n + 1) determinantes de ordem 7, entdo o ndimero total de
operagdes necessdrias é cerca de = e x (n + 1)! comn — oo [Suli2003] !, https://books.google.com.br/books?
id=hj9weaqJTbQC utilizando o desenvolvimento por cofatores no cdlculo dos determinantes.

Se n for igual a 30 serdo efetuadas 31'e ~ 2.235103* operacdes aritméticas usando o desenvolvimento por cofatores

no cdlculo dos determinantes. Assim um computador que efetuar um bilhdo (10%) de multiplicagdes por segundo levaria
2.235 x 1034

109
com a teoria do Big Bang o Universo foi criado por uma violenta exploso cerca de 12.5 + 3 x 10? anos atrds. Métodos

= 2.235 x 10%® segundos, ou seja 7.09 x 107 anos para efetuar as multiplicacdes necessarias. De acordo

mais eficientes sao necessarios, pois problemas praticos exigem a resoluc¢do de sistemas lineares de grande porte.
A Tabela (2.1) lista trés métodos diretos populares, todos usam operacdes elementares para produzir sua propria
forma final de equagdes faceis de resolver.
Operacdes Elementares sobre um Sistema de Equacgdes Lineares:
a) Trocar a posi¢do das equagdes;
b) Multiplicar uma equacio por uma constante ndo nula;
¢) Multiplicar uma equagdo por uma constante e adicionar a outra equagao e, entdo, substituir esta nova equagao por
uma das existentes.

Tabela 2.1: Métodos diretos populares

Meétodo Forma Inicial Forma final
Eliminacdo de Gauss A-x=Db T-x=c¢
Elimina¢ao de Gauss-Jordan A-x=b I-x=c

Decomposi¢dao LU A-x=b LU -x=b

2.1.1 Método da Eliminacao de Gauss - Triangularizacao

O método da Eliminacdo de Gauss consiste em transformar o sistema de equagdes lineares original num sistema
triangular superior equivalente que tem solucao imediata, através do método da substitui¢do retroativa, como vimos acima.
Operagoes elementares produzem sistemas lineares equivalentes- que possuem a mesma solugdo do sistema original.

Descreveremos a seguir como o método de eliminagdo de Gauss usa as operagdes elementares para triangularizar um
sistema de equagoes lineares. Para que isto ocorra é preciso supor que det A # 0, onde A é a matriz dos coeficientes.

Considerando que det A # 0 é sempre possivel reescrever o sistema linear de forma que o elemento da posi¢ao a;;
seja diferente de zero, usando somente a operacdo elementar de troca de linha.

Seja a representacgdo do sistema, com a1 # 0, pela matriz aumentada abaixo:

0 0 0 0
oo |
ag) ag) oo af) | 0
al apy oooaf) | ol

1Siili, E. and Mayers, D.F. An Introduction to Numerical Analysis, Cambridge University Press, 2003

28


https://books.google.com.br/books?id=hj9weaqJTbQC
https://books.google.com.br/books?id=hj9weaqJTbQC

2.1 M¢étodos diretos

Vamos realizar a triangularizac@o por etapas:
1* ETAPA - Colocar zero abaixo do elemento da diagonal ag?. Ao final da 1* etapa tem-se a matriz aumentada

abaixo:
0 0 0 0
i o
1 1 1
0 a’él SR Y by
0 B o |
o®
Para isto subtraimos da i-ésima equagao da 1* equag@o multiplicada por m;; = %, 1 =2---n.0s my sdo os
a1y

P 0) . A L . .
multiplicadores e o elemento agl) € chamado de pivd da primeira etapa. Sendo assim, L; = L; —my Ly, 1=2---n,
serdo as novas linhas que substituirdo as linhas no processo de eliminagao da 1? etapa.

2* ETAPA - Colocar zero abaixo do elemento da diagonal a§12). Ao final da 2* etapa tem-se a matriz aumentada

abaixo:
r (0 0 0 0 0) 7
EE Rl
1 1 1 1
0 agy ayy - ag, by
0 0 e - oay | b
L0 0 Gy ol | b
oh
Para isto subtraimos da i-ésima equacdo da 2* equagdao multiplicada por m;s = %, 1=3---n. 0Os m;s sdo os
o)

)

multiplicadores e o elemento a(212 ¢ chamado de pivo da segunda etapa. Sendo assim, L; = L; — myLy, i=3---n,

serdo as novas linhas que substituirdo as linhas no processo de eliminacdo da 2? etapa.
(n—2)

(n-1)* ETAPA - Colocar zero abaixo do elemento da diagonal a,,_; ,,

1 concluindo o processo de triangularizagao.
Ao final da (n-1)? etapa, tem-se a matriz aumentada abaixo:

o 0 0 0 0) 7
T
1 1
0 ay ay - af, by
o0 W W | W
0 0 0 - almt o]y
a2
Para isto subtraimos da n-ésima equag@o da (n-1)* equagdo multiplicada por m,, ,—1 = ﬁ Omyp—1éo0
n—1n—1

(n—2)

multiplicador e o elemento a,,_ ",

_1 é chamado de pivd da (n-1)* etapa. Sendo assim, L,, = L,, —my, n—1L,—1,€ anova
linhas que substituird a dltima linha no processo de eliminagdo da (n-1)? etapa.

Agora o sistema é triangular superior e equivalente ao sistema de equagoes lineares original. Procede-se a
substituicdo retroativa para resolugdo do sistema triangular, e entdo, obter-se a solugcdo do sistema e completa-se o
algoritmo.

Uma medida da eficiéncia de um algoritmo é o nimero de operagdes aritméticas necessarias para obter a solugdo
[Conte1980] 2 https://books.google.com.br/books?id=tNBTDwAAQBAJ.

2Conte, S.D. and De Boor, C., Elementary Numerical Analysis: An Algorithmic Approach, Classics in Applied Mathematics, Society for Industrial and
Applied Mathematics, 2017
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2.1 M¢étodos diretos

.. ~ n- P T ~
A fase de eliminacao efetua divisoes, multiplicagdes, e

n-(n—1)
2

Para resolver o sistema triangular superior sio efetuadas n divisdes,

adicdes .

n-(n—1)
2

multiplicagdes, e :
. . L 4n3 +9n? — Tn
Entdo o total de operacdes para se resolver um sistema linear pelo método de Eliminac¢ao de Gauss é ( a 5 ) =

7 .
— —n. Assim um computador que efetuar um bilhdo (10?) de operagdes por segundo levaria 5.334 - 10°

n-(n-1) (n®—n) (n* —n)
2 3 3

adigoes.

2 4 3
-n” + in
segundos = 1.48 horas para resolver um sistema de equagdes lineares 20000x20000.

2

Exemplo 2.1

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo pelo método de eliminacao de Gauss:

3r+2y+4z =
T+ y—2z =
dr+3y—22z = 2

Trabalharemos com a matriz de coeficientes ampliada com o vetor constante:

2 4 1
-2
3 -2 2
12 ETAPA:
Pivé: agol) =3
mo1 = 1/3
ms1 = 4/3
Ly Lo —ma1-1n
L3<—L3—m31 'L1
Assim tem-se apds a 1* ETAPA
3 2 4 1
0 Y =105 | g

0 lp 22 s
24 ETAPA:

Pive: al) =1/3

_ 13
=153~
L3« L3 —m32- Lo

ms32

Assim tem-se apds a 2* ETAPA

3 2 4 1
0y <10 | 1
0 0 —4 1

Usando a notagdo para cdlculos manuais tem-se mais resumidamente:
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2.1 M¢étodos diretos

2 4 1 @
(1/3) 1 -2 0
(4/3) 3 -2 | 2

1/3 —10/3 | -1/3 (2)
1/3 —22/3| 2/3
0 —4 I G)!

OO Ok = W

Os valores entre paréntesis a esquerda sao os multiplicadores usados na eliminagdo. A matriz triangular é obtida

usando-se a equacgdo do pivo de cada etapa da eliminacdo que estdo indicadas entre paréntesis a direita e em negrito.

Agora resolver A - x = b é equivalente a resolver 7' - x = ¢

3Xx+2y+4z = 1
173y -10/3z = -1/3
4z = 1
Logo:
z=-1/4

y=—1+10z2=-1410-(—1/4) = y = —14/4 = —7/2
3r=1-2-("Th)—4-("Y)=1474+1=9—=2=3

Solugdo: {xr =3, y=—-7/2, z=—1/4}

2.1.2 Método da Eliminacao de Gauus-Jordan - Diagonalizacao

O método da Eliminagao de Gauss-Jordan, ou simplesmente Jordan, consiste em transformar o sistema de equagdes
lineares original num sistema diagonal equivalente que tem solu¢do imediata. Ele é uma extensdo do método de eliminacio

gaussiana. O método de eliminacdo de Jordan € usado para reduzir a matriz aumentada para a forma

a0 o 0 p\™
0o af o 0 by

n—1 -1
0 0 0 ai? | oY
O método de eliminag¢ao de Jordan para diagonalizar um sistema de equacdes lineares serd realizado de modo andlogo
ao da eliminac@o gaussiana.. Considerando que detA # 0 é sempre possivel reescrever o sistema linear de forma que o

elemento da posicao a;; seja diferente de zero, usando somente a operacdo elementar de troca de linha.

Seja a representacdo do sistema, com a1 # 0, dada pela matriz aumentada abaixo:

0 0 0 0
. o
ay) ay) el | B
af ay ey | b

Vamos realizar a diagonalizag@o por etapas:

1* ETAPA - Colocar zero abaixo do elemento da diagonal aﬁ). Ao final da 1? etapa teremos a matriz aumentada

abaixo:
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2.1 M¢étodos diretos

0 0 0 0
0o
1 1 1
0 ay -+ ag by
0 oy el | WD
o©
Para isto subtraimos da i-ésima equacdo da 1* equagcdo multiplicada por m;; = %, (i=1--m,i#1)
a1y
Os m;; sdo os multiplicadores e o elemento agq) é chamado de pivo da primeira etapa. Sendo assim, L; =

L;—muLy, (i=1---n,i#1),serdo as novas linhas que substituirdo as linhas antes do processo de eliminagdo da

1? etapa.

22 ETAPA - Colocar zero acima e abaixo do elemento da diagonal . Ao final da 2? etapa teremos a matriz aumentada

abaixo:
m (0 2 2 2) 7
Rl
1 1 1 1
0 agy ayy - ag, bg)
0 0 ay G
L0 0 G ol | b
oD
Para isto subtraimos da i-ésima equacdo da 2* equacdo multiplicada por m;y = %, (i=1--n,1#£2).
Qg2

Os m;o sdao os multiplicadores e o elemento a;12) € chamado de pivd da segunda etapa. Sendo assim, L; = L; —

miaLo, (i=1---n, i+ 2),serdo as linhas que substituirdo as linhas antes do processo de eliminagéo da 2? etapa.
n* ETAPA - Colocar zero acima do elemento da diagonal concluindo o processo de diagonaliza¢do. Ao final da n?

etapa, a ultima etapa, teremos a matriz aumentada abaixo:

a0 0 pin—Y
0 af - 0 by Y

o 0 o0 &b | pb

Agora o sistema € diagonal e equivalente ao sistema de equagdes lineares original.

) (¥~ n)

A fase de eliminagdo efetua n - (n — 1) divisoes, A multiplicagdes, e adigoes .

Para resolver o sistema diagonal sao efetuadas n divisoes.

Entio o total de operacdes para se resolver um sistema linear pelo método de Jordan é n® + n? — n. O que assin-
toticamente é 50% superior a0 Método de Gauss. Assim um computador que efetuar um bilhdo (10%) de operagdes por

segundo levaria 8.000 - 103 segundos = 2.22 horas para resolver um sistema de equagdes lineares 20000x20000.

Exemplo 2.2
Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo pelo método de eliminacgdo de Jordan:

3r+2y+42 = 1
r+ y—2z =
dr+3y—22z = 2

Trabalharemos com a matriz de coeficientes ampliada com o vetor constante:
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Métodos diretos

2 4
1 -2
3 -2
12 ETAPA:
Pivo: ag(i) =3
mo1 = 1/3
msz; = 4/3
Ly < Ly —ma1 - Ly
L3 < L3 —mg1- L
Assim tem-se apds a 1> ETAPA
3 2 4
0 bz 105
0 Y3 %
22 ETAPA:
Pivo: aly) =1/3
2
= —_—— 6
mi2 1/3
Ly~ Li—mqy- Ly
mszo = % =1
L3 < L3 —mg3z - Lo
Assim tem-se ap0s a 2* ETAPA
3 0 24
0 bz 105
0 O —4
32 ETAPA:
Pivo: a%) =—4
mi3 = A = —6
Ly« Li—my3- L3
-10/3 10 5
Mag = —
BT T 12 6
Ly < Ly —ma3 - L3
Assim tem-se apds a 3* ETAPA
3 0 0
0o s 0
0o 0 —4

Usando a notagdo para célculos manuais tem-se mais resumidamente:

f1/3

9

_7/6
1
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3 2 4 1
—(1/3) 11 =2 0
—(4/3) 4 3 -2 2

2
— (= 3 2 4 1
()
0 1/3 —10/3 | —1/3
1/3
—(1/3) 0 1/3 —22/3| 2/3
24
= =) 3.0 24 3
~10/3 5
- =—(2 1/3 -1 -1
- <6> 0 1/3 —10/3 | —1/3
0 0 -4 1
30 0 9
0 1/3 0 |-7/6
0o 0 — 1

Os valores entre paréntesis a esquerda sdo os multiplicadores (com sinal menos) usados na eliminagao.

Agora resolver A - x = b é equivalente a resolver A?) - x = b®

3x = 9
13y = -7/6
-4z = 1

Logo:

T=3

y=-7/2

z=-1/4

Solugdo: {z =3, y=—-7/2, z = —1/4}

2.1.3 Métodos de decomposicao LU

De forma semelhante a escalares. matrizes podem ser fatoradas em um produto de duas matrizes de infinitas maneiras.
Portanto
A=B-C (2.6)

Quando B = L e C' = U sdo matrizes triangular inferior L e superior U, respectivamente, a equagio (2.6) resulta em

A=L-U 2.7)
As matrizes L e U sdo definidas por propriedades de seus elementos
lija sei Z]
I — (2.8)
0, set<j

Ui, S€1 <]
U= 2.9)
0, sei>j
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2.1 M¢étodos diretos

Ao se especificar os elementos da diagonal de L ou de U a fatorag@o torna-se tnica. O procedimento baseado
sobre elementos unitdrios na diagonal principal de L € chamado de método de Doolittle. O procedimento baseado sobre
elementos unitdrios na diagonal principal de U € chamado de método de Crout.

Usa-se uma decomposicao tal como (2.7) para resolver o sistema linear

A-x=(L-U)-x=L-(U-x)=Db (2.10)

através da solugdo para o vetor y tal que

L-y=b @2.11)

e em seguida solucionando
U-x=y (2.12)

A vantagem de quebrar a solucdo de um sistema linear em dois é que a solugdo de um sistema linear é muito simples.
A equacgio (2.11) pode ser resolvida por substitui¢do direta, enquanto a equagao (2.12) pode ser resolvida por substituicao
retroativa.

Um vez encontrada a decomposicdo LU de A, o sistema linear pode ser resolvido para muitos vetores independentes
b do lado direito da equacdo com o cuidado de fazer um a cada vez. Esta é uma caracteristica vantajosa diferenciada
em relagdo aos métodos de eliminacdo de Gauss e Jordan. A decomposi¢ao LU pode ser usado para determinar a matriz
inversa e determinantes.

2.1.3.1 Método de decomposicao de Doolittle

No método LU de Doolittle , a matriz U € a matriz triangular superior obtida pela eliminagdo de Gauss. A matriz L
¢ a matriz triangular inferior formada pelos multiplicadores da eliminacdo, obtido no processo de eliminacdo de Gauss,
como elementos abaixo da diagonal, com elementos unidades sobre a diagonal principal.

Exemplo 2.3

Resolver o sistema de equacdes lineares abaixo pelo método de Doolittle:

3r+2y+4z =

r+ y—2z = 0

dr+3y—2z = 2
3 2 4

A=11 1 =2
4 3 -2

1. usar 02 casas decimais e no minimo com 02 digitos significativos;
2. exibir célculos detalhados das etapas de eliminagao e substituicdo direta e retroativa.
Usando a notagdo para célculos manuais agilizados:

® 2 4 @
1 1 -2
4 3 -2

0] @ € o pivo da linha 1 na 1* ETAPA. Entdo vamos eliminar tudo que estiver abaixo do pivo:
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2.1 M¢étodos diretos

® 2 4 @
—(3)=-033 1 1 -2
—(3)=-133 4 3 -2

Calculos:
-0.33-(2,4,1) + (1,—2,0) = (0.34,—3.32,—0.33)

-1.33-(2,4,1) + (3,-2,2) = (0.34,—7.32,0.67)
Assim tem-se apds a 1> ETAPA

® 2 4
—(3)=-033 1 1 -2
—(3)=-133 4 3 -2

3 4

2
-3.32 (2

—(034y = 1 [133] 034 -7.32

Destacando valores de obtidos utilizando o fatores utilizados para escalonamento-multiplicanbdo po —1.
o € o pivd da linha 2 na 2* ETAPA. Entao vamos eliminar tudo que estiver abaixo do pivo:
Célculos:

—1-(—3.32,—-0.33) + (—7.32,0.67) = (—4,1)

Assim tem-se apds a 2* ETAPA

3 2 4 )
—(3)=-033 1 1 —2
—(3)=-133 4 3 -2

3 2

4
~3.32 (2)

0.34\ _
—(23) =1 [1.33] 034 -7.32
3 2 4

~3.32
[133] @

0] é o pivo da linha 1 na 3* ETAPA. Finalizada as etapas do escalonamento. Nao temos nada eliminar abaixo do

pivo.

Os fatores L e U sdo:

L= 033
1.33

—= = O
_ o O
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2.1 M¢étodos diretos

3 2 4
U=1] 0 034 -3.32
0 O —4
3 2 4
LU~A=|1 1 -2
4 3 =2

Agora resolver Ax = b é equivalente a resolver L(Ux) = b.

De Ly =b:
y1=1
0.33y1 +y2 =0
1.33y1 +y2 +ys =1
Logo:

Yo = —0.33-1=—0.33
ys=2—-133-1—(—0.33) =1

DeUx =y:
3$1 —+ 2£C2 +4£L’3 = ].
0.34z5 — 3.3223 = —0.33
—4.7,‘3 =1
Logo:
T3 = —0.25
—0.33 +3.32- (—0.25)
2 0.34 s
—2-(=3. —4-(-0.
xl:l 2-( 341; ( 025):2.94

Solugdo: {z =2.94, y = —3.41, z = —0.25}
Solugdo Exata: {z =3, y=—-7/2=-3.5, z = —1/4 = —0.25}

2.1.3.2 Método de decomposicao de Crout

Na prética a eliminacdo de Gauss € frequentemente realizada de acordo com um modificag¢ao sugerida por Crout. A
partir do sistema (2.1) elimina-se da forma habitual para obter-se o seguinte sistema (presume-se que foram necessérias

nao permutagdes):

x1 + apra 4+ adlsxs + - 4+ dan = wr
xe  + dbhsrs + -+ + abx, = we

(2.13)
T, = w,

Uma determinada equag@o () neste sistema é o resultado da subtragéo da equag@o correspondente (2.1) de multiplos
das (¢ — 1) primeiras equagdes no sistema (2.13). Portanto a equagdo (7) em (2.1) pode ser escrita como uma combinagao
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linear das primeiras ¢ equagdes em (2.13). A primeira equagdo de (2.1) é obtido pela multiplicagdo da equacio correspon-
dente (2.13) por um certo uma constante af:

/ ’ A ro o
a11T1 + a11079T2 + a11073T3 + - -0 4+ a1107,Tn = a7 W1 (2.14)

A segunda equacdo (2.1) é obtida através da multiplicagdo da primeira com a segunda equagdo em (2.13) por a); e

abhs, Tespectivamente, e adicionando-se os resultados:

/ / / / I ! I i
ah 1 + (ahyalp + aby)Te + (abyajs + agahg)rs + - - -

2.15)
/ / ! / _ / /
+(ay,ah,, + anay, )T, = ajwy + ahows

As equagdes restantes sdo formados de forma semelhante e, em seguida, os coeficientes sao identificadas, e todas as
constantes a o podem ser determinadas.
Particularmente, tem-se as seguintes equagdes para as do lado direito:

/
ajwy = b
! / —
a5 W1  +  agwo = by
(2.16)
, + a + -+ q = b
a, wq a, 5w a, wy, = by

Sera introduzida as nota¢des L e U da decomposi¢cao de Crout para o matrizes dos coeficientes de (2.16) e (2.13),

respectivamente, incluindo os elementos unitdrios da diagonal de U. Entao

0 para i > j,

Ui = 1 para i =j,

L= aj; para i > j,
Y10 para i < j,

, .
a;; para i < j,

oulL + (U—1I)= A" Ossistemas (2.1), (2.13) e (2.16) séo escritos como:

2.17)

Qb:m
“ 2
Il
s -

A terceira equagdo multiplicada com L e da
L-U-x=L-w=b=A-x

Exemplo 2.4
Resolver o sistema de equacdes lineares abaixo pelo método de Crout:

3r+2y+42 = 1

r+ y—2z = 0

dx+3y—2z = 2
3 2 4

A= 1 1 -2
4 3 -2

1. usar 02 casas decimais e no minimo com 02 digitos significativos;
2. exibir calculos detalhados das etapas de eliminagao e substitui¢do direta e retroativa.

Usando a notagdo para célculos manuais agilizados:
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1
4
1* ETAPA: O @ da linha 1 ¢ utilizado na uniformizagao dividindo todos os valores. Entdo vamos eliminar tudo que
estiver abaixo do pivo:

1? linha uniformizada: Gauss com uniformizacao:

D 067 1.33 1) 1 067 133 ()

-1 1 1 =2 0.33 —3.33

-4 4 3 2 0.32 —7.32
Célculos:
% =0.33-(3,2,4) = (1 0.67,1.33) uniformizagdo
1-(0.67,1. 33) +(1,1,-2) = (0.33,—3.33)  nova linha 2
4-(0.67,1.33) + (4,3,—2) = (0.32,—7.32)  novalinha 3
2* ETAPA: O

da linha 2 € utilizado na uniformizagao dividindo todos os valores. Entdo vamos eliminar tudo
que estiver abaixo do pivd:

2? linha uniformizada: Gauss com uniformizacao:

1 .6 1.33 1 0.67 1.33
O -10.09 () 1 —1009 (2
~0.32 032 —7.32 [032] —4.09
Cilculos:
o535 = 0.32-(0.33,-3.33) = (1,—10.09)  uniformizago
—0.32 - (—10.09) + (—7.32) = —4.09 nova linha 3
32 ETAPA: O

da linha 2 ¢ utilizado na uniformizac¢do dividindo todos os valores. Entdo, ndo tendo nada a

)@

eliminar abaixo do piv0, terminou a fatoracdo de Crout

3? linha uniformizada: Fim da

Fatoracao de Crout
1 0.67 1.33

1 —10.09
~0.32 032] @O @

Calculos:

—4.09 _ . . ~
—105 = 1 uniformizagdo

3 0 0
L=11 033 0
4 032 —-4.09

Os valores da diagonal de L sdo os utilizados na uniformizacdo.
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1 067 133
U=10 1 -10.09
0 O 1

3 2 4
LU~A=|1 1 -2

Agora resolver Ax = b é equivalente a resolver L(Ux) = b.

S
w
|
[\

De Ly =b:
3y1 =1..y1 = 0.33
Y1 +033y2 =0.. 92 = *% =-1
2—-4x0.33—-0.32x (-1
491 +0.32ys —4.09ys =2 . y3 = X x(=1) =-0.24
—4.09
DeUx =Yy:
x1 4+ 0.67x9 + 1.3323 = 0.33
To — 10092’,’3 =-1
I3 = —0.24
Logo:

Ty = —1+10.09 x (—0.24) = —3.42
21 = 0.33 — 0.67 x (—3.42) — 1.33 x (—0.24) = 2.94

Solucdo: {x =2.94, y = —3.42, z = —0.24}
Solugdo Exata: {x =3, y = —-7/2= -3.5, z = —1/4 = —0.25}

Exemplo 2.5

Método de Crout ”’Gauss com uniformizacio”: Resolucao Ninja sem Exibir Calculos

PR §
Uniformizagio = &~ (3) 2 4 1
1 1 -2 0
4 3 —2 2
1 0.67 1.33 0.33
-1 1 1 -2 0
—4 4 3 —2 2
1 0.67 1.33 0.33
iformizacdio = —~L — -
Uniformizagio = 5= E] @ 3.33 0.33
0.32 —7.32 0.68
1 0.67 1.33 0.33
1 —10.09 -1
—0.32 4 0.32 —7.32 0.68
1 0.67 1.33 0.33
E] 1 —10.09 -1
PP 1
Uniformizagio = —3"5g 1
1 0.67 1.33 0.33
1 —10.09 -1
0.32 1 —0.24

Logo:
xr3 = —0.24
zo = —1+410.09 - (—0.24) = —3.42
z1 = 0.33 — 0.67-(—3.42) — 1.33 - (—0.24) = 2.94
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Relacao entre os Métodos de Doolittle e Crout

A transposta dos fatores L e U através da decomposicdo da transposta de A por um método de decomposicéo produz
os fatores do outro método:

se L-U = AT pelo Método de Doolittle
entdo

LCrout = UT
UCrout = LT

Exemplo 2.6

Encontre a decomposi¢ao de Crout através da decomposicao de Doolittle da matriz

3 2 4
A= 1 1 -2
4 3 =2
Partindo da matriz
1 4
AT=[2 1 3
4 -2 -2

Realiza-se a eliminagéo da 1° coluna através dos multiplicadores com sinal (—) exibidos a frente:

31 4
—2/3 | 2 1 3
—4/3 \ 4 —2 -2

Realiza-se a eliminagdo da 2 coluna através do multiplicador com sinal (—) exibido a frente:

3 1 4
0 1/3 1/3
10 0 -10/3 —22/3
Obtendo-se
3 1 4
0 1/3 1/3
0o 0 -4

Restaurando-se os elementos multiplicadores (para preservar armazenamento) tem-se

3 1 4
2/3 1/3 1/3
4/3 —-10 —4
A relagio LU = AT tem a forma seguinte
1 0 O 3 1 4 3 1 4
2/3 1 0 [-101/3 1/3 |=|2 1 3

4/3 10 1 0 0 -4 4 -2 -2
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2.1 M¢étodos diretos

Logo:
LCrout = UT = 1 1/3
4 1/3
€
1 2/3 4/3
UCrout = LT = 1 -10

A relagdo Lovout - Uorour = A tem a forma seguinte

3.0 0 1 2/3 4/3 32 4
113 0 |-lo 1 —10]|=[11 -2
4 1/3 —4 0 0 1 4 3 -2

2.1.3.3 Método de Decomposicao de Choleski

No caso em que a matriz do sistema linear é simétrica podemos simplificar os cédlculos da decomposi¢do LU

significativamente, levando em conta a simetria. O método de Cholesky € uma possibilidade, se baseia no seguinte
teorema

Se A é uma matriz simétrica positiva definida, entdo existe uma inica matriz triangular inferior G com diagonal
estritamente positiva, tal que

G-G7

2.1.3.4 Esquema Pritico para a Decomposi¢io GG7

Para obtermos a matriz G aplicamos a defini¢ao de produto e igualdade de matrizes. Seja entdo:

gu 00 0 -0 git g21 g3 -t Gni
g21 g2 0O O - 0 0 ga2 g3z - - Gno
g31 932 g3 O - O 0 0 gs3 - Gns
G-GT = . . . . )
: 0 : : :
c,
aip aiz @13 -+ Ain
21 G2 Q23 - d2p
A= a3y Gas2 asz - A3p
a‘nl anQ an3 PN a’nn

Como existe uma lei de formagfo para os elementos diagonais e outra para os ndo diagonais de (G, veremos como
obter as férmulas em separado.
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a) Elementos diagonais de G

Os elementos diagonais a;; de A sdo iguais ao produto da linha i de G pela coluna i de G Entdo este produto é
equivalente a se multiplicar a linha ¢ de G por ela mesma. Portanto:

_ 2
air = 911

_ 2 2
Q22 = g51 + g39,

Assim, os elementos diagonais de G sao dados por:

g11 = 4/0a11,

(2.18)
Gii =

b) Elementos niao diagonais de ¢

1“ coluna : A 1* coluna de GG € obtidos igualando-se os elementos da 1* coluna de A (abaixo da diagonal principal)
com o produto de cada linha de G pela 1* coluna de G
Portanto:
a1 = g21 " 911,
as1 = gs31 - 911,

an1 = Ggnl * g11-

ou seja :
a;1 .

gi1 = ) 22273,"',”.
gi1

2%coluna : A 2* coluna de G € obtidos igualando-se os elementos da 2* coluna de A (abaixo da diagonal principal)
com o produto de cada linha de G pela 2* coluna de G7.
Portanto:
azz = g31 - g21 * +932 * 922,
(42 = g41 - 921 - +942 - 22,

An2 = gni * 921 * T9n2 * 922,

ou seja :

a;2 — gi1 * 921
g22 ’

Continuando os célculos para 3?2, 4% | etc. ... colunas de GG, tem-se a férmula geral:

giz2 = 1=3,4, -, n.

s
9i1 = lla Z:2a37
911

j—1
QAij — Z 9ik " 9jk
gij = =l , 2<j<i
9335
Quando utilizadas numa ordem adequada as férmulas (2.18) e (2.19) determinam os elementos da matriz G.
Uma ordem conveniente pode ser:

(2.19)

gi1, 9215 931, * 5 Gnls G225 9325 5 Gn2; " s Gnn-
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Isto significa que calcula-se os elementos da matriz G por coluna.

Se A satisfaz as condi¢oes do método de Cholesky, a aplicagdo do método requer menos calculos que as decomposigoes
LU de Crout e Doolittle.
A positiva definida garante que na decomposicao teremos somente raizes quadradas de nitmeros positivos.

O método de Cholesky pode também ser aplicado a matrizes simétricas ndo positivas definidas desde que se use
niimeros complexos. Entretanto, so serd usado o método de Cholesky com niimeros reais.

Pode ser mostrado que se o sistema de equagoes algébricas A -x = b, onde A é uma matriz ndo singular, é
transformado no sistema equivalente A’ - x = b,comA = AT - A:b = AT . b, onde AT éa transposta de A, entdo
o ultimo sistema pode sempre ser resolvido pelo processo de Cholesky (isto é, a matriz A’ satisfaz as condi¢oes para a
aplicagdo do método).

Determinantes:

Na decomposicdo LU de Cholesky tem-se que A = G - GT' e portanto:
det(A) = [det(G)]Q = (911922 - gnn)2

2.1.3.5 Solucao de Sistemas por Cholesky

A resolucio de sistemas lineares é semelhante a0 método LU. Seja A = G-GT, entio resolver A-x = b é equivalente
aresolver G -y = b e depois GT -x = y:

G-y=b
Exemplo 2.7
Seja:
4 -2 2 6
A=1] -2 10 -1 eb=1] 15
2 -1 2 2
a) Decompor A em GGT.

b) Calcular o determinante de A, usando a decomposi¢io obtida.
¢) Resolver o sistema A - x = b.

Solucao a) Usando as formulas (2.18) e (2.19), obtém-se:

g11 = Va1 = g1 = Vi =g =2,

a —2
921:£é921:*:*1a
g11 2
a 2
ga1= % = gg1 == =1,
g11 2
g2z = \/ @22 — g3, = g22 = /10 — (—1)% =3,
as2 — g31 - g21 —1-(1--1
932:7:%032:#:0,
922 3

933:\/033*931*9§2:>933:V2*12*02:1
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2.1 M¢étodos diretos

Temos entdao:

b) det(A) = (911922g33)2 = (231)2 = 36.

c) Para obter a solugdo do sistema A - x = b, deve-se resolver dois sistemas triangulares: G-y =be GT -x =y.

De G-y =b:
2 Y1 6
-1 3 Y2 = 15
1 01 s 2

2-y1=6=y;1 =3
—y14+3y2=15=> 343y =15=3y2 =15+3 =3y, =18 = 4o =6
Yi1t+ys=2=3+yp=2=y3=2-3=ys =1

Entéo a solugdo do sistema G -y =b éy = (3, 6, —1)T.

DeGT -x =y:
2 -1 1 T 3
3 0 |- a2 | = 6
0O 0 1 T3 -1

1'3:71
3%2:6:>{E2:2
200 — 9o +r3=3=>211—-2—-1=3=21=6=>21 =3

Entéo a solugdo do sistema GT -x =y éx = (3, 2, —1)7.

Portanto, a solugdo do sistema A -x = b, isto é, de:

4 -2 2 T 6 3
—2 10 -1 |-| @ |=]15] ¢ | 2
2 -1 2 T3 2 —1

2.1.3.6 Fatoracdo de Choleski : A = GG" para matrizes simétricas

Exemplo 2.8
Resolver o sistema de equacdes lineares abaixo pelo método de Choleski:

3zr+2y+4z = 1
x4+ y—2z = 0
dx+3y—2z = 2



2.1 M¢étodos diretos

3 2 4 1
A= 1 1 -2 b=1 0
4 3 -2 2
mando o sistema em matriz simétrica:
26 19 2
A-At=119 14 0
2 0 24

Fatoracdo LU da matrix simétrica:

26 19 2 26 19 2

~W =073 (19 14 0= 0.13 —1.46

-2 =-0077]2 0 24 —-1.46 24
26 19 2 26 19 2
013 —1.46| = 0.13  —146| ="LU”
—1.4
e -1.46 24 -11.23|  7.60
1 0 0 26 19 2
L=10.73 1 0l; U=|0 013 -1.46
0.077 —11.23 1 0 0 7.6
Fatoracdo LDL! da decomposicio LU:
1 0 0 26 19 2
L=1073 1 0 |; U=|0 013 —1.46
0.077 —11.23 7.60 0 0 7.6
1 0 0 26 0 0 1 0.73 0.077
L=10.73 1 0|; D=1]0 013 0]|; L'=1]0 1 —11.23
0.077 —11.23 1 0 0 76 0 0 1
G=L-VD:
1 0 0 5099 0 0 5.099 0 0
G=10.73 1 0| x| 0 03606 0 |=/|3722 0.3606 0
0.077 —11.23 1 0 0 27568 0.3926 —4.049 2.7568
Gt =D Lt
5099 0 0 1 0.73 0.077 5.099 3.722  0.3926
Gt=1] 0 03606 0 |[x]|0 1 —11.23]=1| 0 0.3606 —4.049
0 0  2.7568 0 0 1 0 0 2.7568

2.1.3.7 Fatoracio de Choleski: A = GG Aplicado a Solucio de Sistemas Lineares

Partindo da decomposi¢cio A = G - G, teremos a solugio através de dois sistemas triangulares:
De Gy = b obtém-se y

Agora de Gx =y obtém-se

x como solucdo do sistema Ax = b
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2.2 Métodos Iterativos

#  Execicios 2.1
1) Aplicando-se o processo de Cholesky a matriz A, obteve-se

2 1 0 0 0
10 — 9
A= 8 0 -8 =G -GT onde G = 00
3 10 14 -5 cee 2 0
-8 -+ 29 0 -4 -2

Preencher os espagos pontilhados com valores apropriados.

2) Considere as matrizes:

1 1 0 310
A= 1 2 1 |; B=]1 3 2
0 -1 3 0 2 1

Escolha apropriadamente e resolva um dos sistemas : A-x = b, B-x = b, e resolva pelo método de Cholesky, onde
b= (2,1, 5)T.

2.1.4 Armadilhas dos métodos diretos

Todos os sistemas ndo singulares de equagdes algébricas lineares t€m uma solucdo. Em teoria, a solu¢do sempre
pode ser obtida pela eliminacdo de Gauss. No entanto, existem duas armadilhas principais na aplicagdo da eliminagao de

Gauss (ou suas variagdes): (a) presenca de erros de arredondamentos e (b) sistemas mal-condicionados.

2.2 Métodos Iterativos

Até agora foram apresentados apenas métodos diretos de solu¢ao. A caracteristica comum desses métodos € que eles
encontram a solu¢do com um nimero fixo de operagdes. Além disso, se o computador fosse capaz de realizar cdlculos com
precisdo infinita (sem erros de arredondamento), a solucdo seria exata. Métodos iterativos ou métodos indiretos comegam
com uma estimativa inicial da solugdo x e depois repetidamente melhoram a soluc¢do até que a mudanca nas aproximacoes
X para X tornam-se insignificantes. Os métodos iterativos t€m as seguintes vantagens que os tornam atraentes para certos
problemas:

1. E possivel armazenar somente os elementos diferentes de zero da matriz de coeficientes. Este faz com que seja
possivel lidar com matrizes muito grandes que sao esparsas.

2. Os processos iterativos sao auto-corretivos, o que significa que erros de arredondamento (ou mesmo erros
aritméticos), em um ciclo iterativo sdo corrigidos em ciclos seguintes.

Uma vez que o nimero necessario de iteracdes pode ser muito grande, os métodos indiretos sdo, em geral, mais lentos
do que os métodos diretos.

Um inconveniente grave dos métodos iterativos é que nem sempre convergem para a solugdo. Pode ser mostrado que a
convergéncia € garantida se a matriz de coeficientes ¢ diagonalmente dominante. A estimativa inicial de = ndo desempenha
nenhum papel na determinag@o se a convergéncia ocorre - se 0 processo converge para um vetor inicial, ele convergira
qualquer vetor inicial. O vetor inicial afeta apenas o nimero de iteragdes que sdo necessarias para a convergéncia.

Seja M uma matriz chamada de matriz de iteracdo e ¢ um vetor constante. Um método iterativo escrito na forma

<Kl = pr . xlF—1 +e¢, k=1,2,---,n (2.20)

€ chamado de estaciondrio quando a matriz M for fixa durante o processo de iteracdo. Na proxima secao serdo apresentados
dois métodos estaciondrios: Jacobi e Gauss-Seidel.
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2.3 Métodos Iterativos Estacionarios

2.2.1 Teste de Parada

Como em todos os processos iterativos, necessita-se de um critério para a parada do processo.
a) Maximo desvio absoluto:

o1 = max [21 — 21| (2.21)
b) Maximo desvio relativo:
(k] 5lF]
0p = —T (2.22)
max a:E ]‘
=1,
¢) Numero maximo de iteragdes:
k > kmaa (2.23)

Desta forma, dada uma precisio e, o vetor Z!*! serd escolhido como solugdo aproximada da solucio exata, se /%) < &
, ou dependendo da escolha, 6%,?] < e. Nocasoem k > knaz, Zlkmaz] gerg escolhido como solu¢c@o aproximada da

solugdo exata.

2.3 Métodos Iterativos Estacionarios

Consideremos um sistema genérico A - x = b escrito na forma A = M — N. Supondo que M tem inversa, obtém-se
(M-—N)-x=b M-x=b+N-x x=M1b+N- x)

Agora podemos definir um método iterativo que consiste em:

Escolher um vetor inicial x[%
Iteracdo xI¥l = M —1(b 4+ Nx[F—1)
(k: 1, 2, -~-n)

E importante que a matriz M seja muito mais simples do que A, porque sendo estariamos complicando o problema.

Se HM’l : NH < 1, a sequéncia definida pela iteragio x[¥l = M ~1(b + Nx!*~1), (k = 1, 2, ---n) converge para

o ponto fixo do sistema de equacdes, qualquer que seja x[%!

€ R. A taxa de convergéncia deste método iterativo ¢ linear e
a constante de convergéncia € menor ou igual a HM -1.N H Diferentes escolhas de M e N definem diferentes métodos

iterativos. Considere-se a seguinte decomposi¢do da matriz A na soma de trés matrizes A = L + D + U,

0 0 e 0 all 0 R 0 0 a12 e Aln
a1 0 0 0 a2 0 0 0 azn
A= . . . . + . . . . + . . . . (2.24)
Am1  amz - 0 0 0 - amn 6 o - 0

istoé, A= L+ D+ U, onde L é amatriz triangular inferior, U a matriz triangular superior, ambas com zeros na diagonal
principal e D a matriz diagonal. Nota-se que a matriz diagonal D ndo devera ter zeros na diagonal principal. Caso isso
aconteca, deve-se efetuar uma troca de linhas ou colunas na matriz A, para obtermos uma matriz D adequada.
Dentre os métodos iterativos estaciondrios, iremos abordar os seguintes:
1. Método de Jacobi;
2. Método de Gauss-Seidel.
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2.3 Métodos Iterativos Estacionarios

2.3.1 Método de Jacobi

Vamos supor que A seja ordenada de modo que todos os seus elementos da diagonal sejam ndo-nulos a;; # 0, Vi < n

. No caso do método de Jacobi, consideramos A =D +L+U =M — N

M=D
N=—-(L+V0)
Portanto, o método consiste em
Escolher um vetor inicial x[°]
Iteragdo x¥l = D=1 . (b + N - xlk—1)
(k=1,2,---n)
ou ainda
1 n
k k—1 .
!’,CE]:Q* bi—Zaij-x; ) 5 (@7k:1> 2,~--,1’L) (2.25)
17 -1
J#i
Na prética vamos entdo explicitar o valor de cada z; na i—ésima equagdo (i = 1, 2, --- , n). Como se assume que
a;; € ndo nulo, pode-se escrever:
1
1 = — (b1 — a12®2 — a13T3 — -+ — A1 Tp)
a11
1
xg = —(by — A21T1 — Q23%3 — -+ — A2pTp)
a22
(2.26)
1
3 = —(bz — az1®1 — azaTy — -+ — A3, Ty)
ass
Tp = 7(bn — Qp1T1 — Ap2T2 — -+ — Ap nflxnfl)
Qnn

Se considerarmos o lado esquerdo do sistema como os elementos de um novo passo de iteragéo [k] e os elementos do

lado direito como elementos do passo anterior [k — 1], teremos:

1 _ _
oy = — (b —apay = azal T - = agalEY)
ai
1 _ _
oyl = —(by — amal T — agsal T — o~ ap,aliY)
a22
1 _ -
mgk] = —(bg — a31x[1k U a321'[2k oo - aspzlF1
a33
: , i : . )
x'[rf] = 7(bn - anlx[llc U - an2m[2k U — T G, nflx»[,f:_ll])

Exemplo 2.9
Resolver o sistema abaixo pelo método de Jacobi.
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2.3 Métodos Iterativos Estacionarios

30z — 10y — 22 =78
x4+ 70y — 3z = —120
3z — 2y + 100z = 900

O sistema acima produz as seguintes equacdes do procedimento iterativo

) T84 10y 4 2,0
30

py _ —120 —alF1 4 350
Y 70

ik _ 900 - 3=l 4 2ylk—1]
100

Assumindo

X0 — (5000 (0] [0l
=(0,0,0)

Realiza-se a 1? iteragao

Sy 7810y 42200 78 4+10x04+2x0 _

2.
30 30 0
0 0
S — —120 — 2% + 3.0 120 -0+3x0 _ i
70 70

900 — 320 4 240 _900-3x0+2x0 _

1]
& 100 100

Erro = max( |x[1] _ x[0]|, |y[1] _ y[01‘7 |Z[1] — Z[O]D
Erro=max([26—-0|, |—1.71—-0], |9—-0|) =9

Realiza-se a 2* iteracdo

o T84 10y 4+ 2200 78410 x —1.71 +2x9

= 2.63
30 30
o —120— 2 43200 120 -2.6+3x9
g2 — — = -1.37
70 70
1 1
ol 900 — 3z + 2yM 900 —3 x 2.6 +2 x ~1.71 _ 889

100 100

Brro = max( [a — ol [y — 1] 281 — 20
Erro = max( |2.63 — 2.6, | — 1.37 — (—1.71)[, |8.89 — 9|) = 0.34

Realiza-se a 3? iteracao
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2.3 Métodos Iterativos Estacionarios

o T8+ 10y 4+ 220 78410 x ~1.37+2 x 8.89

=2.74
30 30
2 2

S — —1ﬂl—x[]+32[]::—1%)—2£B—%3><&89::7137
70 70
2 2

L _ 900 — 32 + 24P 000 -3 x263+2x 137 _ o

100 100

Erro = max( |2 — al?l], [yI¥ — Pl |20 — 2P2T))
Erro = max( [2.74 — 2.63|, | — 1.37 — (—=1.37)|, [8.89 — 8.89]) = 0.11

Realiza-se a 4? iteracao

Sl T8+ 10y 2200 78410 x ~1.37+2 x 8.89

- =274
30 30 7
3 3
Z#L:—uﬂ—ﬂ]+3ﬂ]:—4%—274+3x889:_Lm
70 70
3 3
Aq:sm0—3ﬂl+2¢]::%0—3x274+2x—437:889

100 100

Erro = max( |zl — 2B |yl — Bl 214 - B)

Erro = max( |2.74 — 2.74|, | — 1.37 — (—1.37)|, |8.89 — 8.89]) < 0.01

Pode-se exibir todas iteragdes numa tabela resumo:

Tabela 2.2: Tabela resumo do Método de Jacobi.

2Byl S| Eprolk]
0 0 0 -
26 -171 9 9

263 -137 8.89 0.34
274 -1.37 8.89 0.11
274 -137 8.89 | <0.01

S S =l

2.3.2 Método de Gauss-Seidel

No caso do método de Gauss-Seidel, poderemos considerar A= D+ L+U =M — N

M=D+1L
N=-U

Portanto o método consiste em

Escolher um vetor inicial x!°]
Iteracdo x!¥l = (D + L)~ - b -U- X[k—l])
(k: 17 2a n)

O principio do método de Gauss-Seidel € usar nova informagao tao logo ela esteja disponivel. Entdo:
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2.3 Métodos Iterativos Estacionarios

(D+L)-xMF =b —U-xFY), (k=1,2,---, n)
x[l :Dil-[b—L-x[’“] _U.X[kfl]]’ (k=1,2,---,n)
ou seja

Escolher um vetor inicial x(®)
Iteracio x/¥l = D=1 . [b — L -xI* — U . x[F=1])
( = 17 27 e n)

ou ainda

& i—1 k—1 k
mg I = al,” . (bi — ijl a;j l'g . Z;‘l:zdrl Qg xg )> ) (2.28)
(i=1,2, -, n)

Se considerarmos o lado esquerdo do sistema como os elementos de um novo passo de iteragéo [k] e os elementos do

lado direito como elementos novos tao logo eles estejam disponiveis, tem-se:

x[lk] = ﬁ(lh — a12$[k71] - a1333[3k71] — = a1n$g€71])
ﬂf[gk] = é(bz - G2193[1k] - a23$[3k_1] — a2n$£i€_1])
(2.29)
o = (b —agal! — agal’ - — aguali )
M = b, —amae? — g — - —a, 2 ))

nn

Exemplo 2.10
Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss-Seidel.

30x — 10y — 22 =178
x4+ 70y — 3z = —120
3z — 2y + 100z = 900

O sistema acima produz as seguintes equacoes do procedimento iterativo

S _ T8 10ytF=1 4 2,[k=1]
30

v 70

K _ 900 3zt 4 2yl
100

k=1,2--

Assumindo



2.4 Convergéncia dos Métodos Iterativos

X0 = (0] 4101, [0])

=(0,0,0)

Realiza-se a 1? iteracao

iy 8410y 4+ 2200 78410 x042x0 _

30 30 26

o —120— 2l 43200 —120-2.6 -3 % 0
B 70 B 70

y =—-1.75

i1 900 =32t 4+ 2yl 900 — 3 x 2642 x ~1.75

= 8.89
100 100
Erro = max( |2 — %), [yl — o0l 211 — 20T
Erro =max( (2.6 — 0], | —1.75—0|, [8.89 — 0]) = 8.89
Realiza-se a 2? iteracao
1 1
o 78+ 10y + 2200 78 410 x ~1.75 + 2 x 8.89 61
30 30
2 1
2 = —120 — 2P + 3210 120 —2.61 —3x8.89 _ 137
70 70
_ 3202 2] _ _
Lo _ 900 =3B 4+ 2B 900 -3 x 261 +2x 137 _ o

100 100

Erro = max( |o — 2], /2 — 0], |29 — 200
Erro = max( |2.61 — 2.6, | — 1.37 — (—1.75)|, |8.89 — 8.89]) = 0.38

Realiza-se a 3? iteracao

Sl T8+ 10y 422 78410 x ~1.374+2 %889 _

2.74
30 30
—120 — 2B + 328 120 —2.74 — 3 x 8.89
[3] +
70 70
3 3
L _ 900~ 32 +2yB 900 —3 % 2.74 +2x ~1.37 _ 2 89

100 100

Erro = max( |zB — 2] B — 2] 2B — 12)))

Erro = max( [2.74 — 2.61|, | — 1.37 — (=1.37)|, [8.89 — 8.89|) = 0.13

Realiza-se a 4? iteracao

Sl _ T8 10y 2200 78410 % —1.37+2x8.89 _

2 20 2.74
w —120— %y +3280 120 —2.74 — 3 x 8.89
Y= =0 = = = —1.37
4 4
i _ 900~ 3+ 2y 900 — 3% 2.74 +2x —1.37 _ 2 89

100 100
Erro = max( [o — o], [y — 43|, 14— 20))

Erro = max( [2.74 — 2.74|, | — 1.37 — (=1.37)|, [8.89 — 8.89]) < 0.01

Pode-se exibir todas iteracdes numa tabela resumo:
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2.4 Convergéncia dos Métodos Iterativos

Tabela 2.3: Tabela resumo do Método de Gauss-Seidel.

K] K]

zl¥] yl Errol

0 0 0 -
26 -1.75 8.89 8.89
2.61 -137 8.89 0.38
2.74 -137 8.89 0.13

274 -137 889 | <0.01

A WD = O

2.4 Convergéncia dos Métodos Iterativos
Observa-se que 0 método iterativo x/*/ = M=% - (b + N - xI*]) pode ser escrito como:
bl =c xt-ypd k=12, -

ondeC=M"1-Ned=M""'-b.

0 método iterativo x!¥1 = C - xI*=1 + d converge com qualquer vator inicial x!! se, e somente se, p(C) < 1,

, onde \ é um autovalor de C da

sendo p(C') o raio espectral (maior autovalor em médulo, isto é, p(C) = mazx|\

matriz de iteracdo C).

Lembrando que:
1. Método de Jacobi: C' = —D~! . (L + U);
2. Método de Gauss-Seidel: C = —(L + D)~ - U,
A determinag@o do raio espectral da matriz de iteracao (C) requer, em geral, maior esfor¢o computacional que a pré
pia solucdo do sistema Ax = b. Por isto usa-se normalmente condicdes suficientes de convergéncia.
Se existir uma norma induzida ||.|| : ||C|| < 1 entdo isso ird se verificar, porque |[e(®)|| = ||C* - (@] <
[|C|¥||e®|| — 0, quando k tende para infinito, qualquer que seja o vetor inicial (%),
Pode-se falar também de ordem de convergéncia, neste caso vetorial, e as majoracdes revelam que estes métodos
iterativos t€ém uma convergéncia linear.

Exemplo 2.11 Verificar se o sistema abaixo pode ser resolvido pelos métodos de Jacobi ou Gauss-Seidel:

2 3 1 T
1 1 1 ||y |=
4 -4 10 z -3

O roteiro Scilab abaixo encontra os raios espectrais das matrizes de iteragdo dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.

D=diag([2,1,10]);
L=[0 0 0
1 0 0

A o
c
i
X
o o o n

A=D+L+U
J=-inv (D) * (L+U)
. x=spec(J)

— = 0
—_ O

. rhoJ=max (abs(x))
. S=inv(-(L+D))*U
. x=spec(S)

. rhoS=max (abs(x))

—_—
A~ W
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2.4 Convergéncia dos Métodos Iterativos

Ao executar o roteiro pode-se realizar obter os raios espectrais. Aqui estdo os resultados:

-->D=diag([2,1,10]1);

-->L=[ 0 0 O
-—> 1 0 O
-—> 4 -4 0];

-=>U=[ 0 3 1
-—> 0O 0 1
-—> 0o 0 0];

—=>A=D+L+U
A =

N
oW
o

10.
-=>J=-inv (D) * (L+U)

J =

0. - 1.5 -0.5
- 1. 0. - 1.
- 0.4 0.4 0.

-->x=spec(J)

x =
- 1.2707389
0.9335588
0.3371801

-->rhoJ=max (abs(x))
rhoJ =

1.2707389

-=>S=inv (- (L+D))*U
S =

0. -1.5 -0.5
0. 1.6 - 0.5
0. 1.2 0.
-->x=spec(S)
x =
0

0.75 + 0.1936492i
0.75 - 0.1936492i

-->rhoS=max (abs (x))
rhoS =

0.7745967

Como p(S) < 1e p(J) > 1, entdo o método de Gauss-Seidel converge e o de Jacobi ndo. As iteragdes abaixo

confirmam:

A solucdo pelo método de Jacobi (Diverge):
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2.4 Convergéncia dos Métodos Iterativos

O 1 R C I (I e
0 0 0 0 -

1] 25 1 0.3 2.5

2] LIS 12 09 22

30 475 075 124 | 36

4] 1995 251  -19 | 326
5 1 7215 0905 -2.102 | 522
6 | 2193 4113 -2.824 | 5022
7 | 10082 1.631 -2.823 | 7.888
8 | 1466 6259 -3.68 | 8.616
9 | 13729 3215 339 | 12.263
10 | -0.627 -9.339 -4.505 | 14.356

A solugdo pelo método de Gauss-Seidel (Erro ; 0.001):

i LK) e LK Errol¥]
0. 0 0 0 -

1. 2.5 15 1.9 2.5

2. 5.7 28 3.7 32

3. 8.55 -3.85 -5.26 2.85

4. | 10905 - 4.645 -6.52 2.355
30. | 14.996392  -5.4995935 - 8.4983942 | 0.0030576
31. | 14.998587 -5.5001932 - 8.4995122 | 0.0021954
32. | 15.000046 - 5.5005337 - 8.5002318 | 0.0014585
33. | 15.000916 - 5.5006846 - 8.5006404 | 0.0008705

2.4.1 Critérios Suficientes de Convergéncia

Além do teorema, que nos da condi¢des necessirias e suficientes de convergéncia, existem critérios mais simples

que asseguram a convergéncia para qualquer vetor inicial. No entanto, essas condi¢des, que iremos deduzir, sdo apenas

condigdes suficientes.

No método de Jacobi C = D~! - (L + U):
ai;
Qi

e da defini¢do da norma

[Clloc = 1<i<n

> leij]

j=1
ao exigirmos que a norma do mdximo seja inferior a 1, tem-se que

n

D

Jj=1

max (&7
1<i<n

<1

(273
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<

2.4 Convergéncia dos Métodos Iterativos

Logo, uma condicao suficiente que nos garante o método de Jacobi converge, é

n

@il > D laigl, (G =1,00m) 233)
j=1
JF#i
neste caso, diz-se que a matriz A tem diagonal estritamente dominante por linhas.

De maneira andloga (usando uma norma semelhante para as colunas), podemos concluir que se

n

lajil > lagl, (G=1,n) (2.34)
i=1
i#E]

isto €, se a matriz A tem diagonal estritamente dominante por colunas, entdo o método de Jacobi converge.

Se a matriz A tiver a diagonal estritamente dominante por linhas ou por colunas, os métodos de Jacobi e de

Gauss-Seidel convergem, para qualquer vetor inicial () escolhido.

ComoC =M1t N=M"M— A)=1—- M~ Aquanto mais préxima de A for a matriz M, mais préximo

da matriz zero sera valor de C, e consequentemente, mais rapida serd a convergéncia do método iterativo.

M esta "mais proxima’de A no caso do Método de Gauss-Seidel (M = D + L) do que no caso do Método de Jacobi
(M = D).

Portanto, habitualmente o método de Gauss-Seidel converge mais rapidamente que o de Jacobi. No entanto tem casos em
que isso ndo acontece, e além disso, um método pode convergir € o outro ndo!

Niimero de Operagoes A menos que as matrizes possuam zonas aprecidveis com elementos nulos, ambos os métodos
iterativos exigem um calculo total de 2n? operagdes, por cada iteraciio, o que implica que, se forem necessdrias mais que

n/3 iteracdes, tem-se mais operagdes do que num método direto.
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Capitulo Execicios

= Capitulo Execicios <>

1. Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo pelo método de eliminacdo de Gauss:

5x — 0.2y —0.42 = 4.33
0.5z +8y—0.2z = -7.3
04z —03y+ 12z = 70

Atencao:

(a). Trabalhar com a matriz de coeficientes ampliada com o vetor constante;
(b). usar 02 casas decimais e no minimo com 02 digitos significativos;
(c). exibir calculos detalhados das etapas de eliminag@o e substitui¢ao retroativa.

2. Resolver o sistema de equacdes lineares abaixo pelo método de eliminagdo de Jordan:

6r—02y —04z = 9.83
0.1z +3y—0.2z = -17.3
04z —03y+ 72z = 7

Atencao:

(a). Trabalhar com a matriz de coeficientes ampliada com o vetor constante;
(b). usar 02 casas decimais e no minimo com 02 digitos significativos;
(c). exibir caculos detalhados das etapas de eliminagdo, substituicdo retroativa e valores de X, y e z encontrados.

3. Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo pelo método de Jacobi. Utilizar x = [0, 0, 0]* como aproximagdo
K] (k-1
—z;

inicial. Como critério de parada use Errol*! = maz|x; }| < 0.05, 2 = 1..n. Faga tabela resumo exibindo

o erro de cada iterag@o.

Tr—2y—z = 10
20 —6y+2z = =20
r—2y+5z = =30

Atencao:

(a). usar 02 casas decimais e no minimo com 02 digitos significativos;
(b). exibir cdlculos detalhados dos valores de (¥, 3%, z[¥] e Errol*! encontrados nas iteraces;
(c). faca tabela resumo como exibindo iteracdo, valores das componentes nas aproximagdes do vetor solucdo e

estimativa do erro: Erroltl = max|x£k] - x,[ik_u [, i =1.n.
4. Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo pelo método de Gauss-Seidel. Utilizar x = [0,0,0]* como
aproximagdo inicial. Como critério de parada use Errolfl = maw\xgk] — :rgk_l]| < 0.05, 7 = 1.n. Faca

tabela resumo exibindo o erro de cada iteracdo.
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Capitulo Execicios

S — 2y — 2z
2 — 6y + 22
x — 2y + 162

Atencao:

10
20
30

(a). usar 02 casas decimais e no minimo com 02 digitos significativos;
(b). exibir cdlculos detalhados dos valores de (¥, 3%, z[¥] ¢ Errol*! encontrados nas iteracdes;

(c). faca tabela resumo como exibindo iteragdo, valores das componentes nas aproximagdes do vetor solucdo e

estimativa do erro: Erroltl = max|x£k] - xEk—l} [, i

=1.n.

5. Aplique os critérios de linha e coluna e verifique se os métodos numéricos de Jacobi e Gauss-Seidel tem convergéncia

garantida.

4x + 2y — 9z
dx — 6y — 8z
z — 2y + 152

20z + 7y + 9z
Tr + 30y + 82
192 — 8y + 40z

20z + Ty + 92
Tz + 30y + 8z
9z — 18y + 20z

T —3y+z
4x — 18y + 62
—x+3y—=z

dxr —y
—r+4y — 2
—y+4z—w

—z+ 4w

Experimento Numérico:

(a).
(b).
(c).

dows.
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Resolver os sistemas acima usando os métodos de Jacobi e Guass-Seidel;
use o link para solug@o on-line https://atozmath.com/CONM/GaussEli.aspx?q=GJ2 ou;

use o link http://www.matematica.pucminas.br/lcn/venl.htm e baixe o aplicativo ven.exe para Win-


https://atozmath.com/CONM/GaussEli.aspx?q=GJ2
http://www.matematica.pucminas.br/lcn/vcn1.htm

Capitulo - Raizes de Equacoes

3.1 Introducao

Dada uma fungdo f : R — R, buscamos um ponto £ € R tal que f(§) = 0. Este £ é chamado de uma raiz da
equacdo f(x) = 0, ou simplesmente um zero de f(z). No inicio, s6 € exigido que f(z) seja continua no intervalo
[a,b] da reta real, f(z) € Cla,b], e que este intervalo contém a raiz de interesse. A fungdo f poderia ter muitas raizes
diferentes; s6 vamos procurar um. A funcdo f(x) pode ser dada explicitamente, como, por exemplo, um polindmio
ou uma funcdo transcendental. Em casos raros, pode ser possivel obter as raizes exactas da equagao, tal como no caso
polinomial favordvel. Em geral, no entanto, pode-se esperar obter apenas solucdes aproximadas, contando com algum
método numérico para produzir a aproximagao, de modo que procura-se algoritmos que ird produzir uma solugdo que é

exata com alta precisdo, mantendo um minimo de avalia¢des de f(x).

Propriedades das Func¢oes Continuas

Definicao 3.1

Uma fungao real é continua num ponto a se ela é definida em x = a e

lim f(z) = f(a),

T—a

isto é, se para todo € > 0 existe um 6(€) > 0 tal que | f(x) — f(a)| < € sempre que |x — a| < d(e).

&

Portanto, se uma fun¢do muda gradativamente com as mudangas da varidvel independente, tal que em cada valor a,
da varidvel independente, a diferenca entre f(z) e f(a) aproxima-se de zero quando x aproxima-se de a.

Entdo, uma fung¢do € continua no ponto a se ambos limites unilaterais (limites direito e esquerdo) sdo iguais,

lim f(z) = f(a) e lim_ f(x) = f(a)
T—a~ r—at
isto é, se ela é continua a direita e a esquerda naquele ponto.
Um ponto no qual a o valor da fun¢do ndo € igual ao seu limite, quando x se aproxima deste ponto, € chamado de
ponto de descontinuidade. Um fun¢@o que possui pontos de descontinuidade € descontinua. A funcao € dita ser continua

se ela € continua em todos os pontos.

Suponha uma fungdo f(x) e sua derivada f'(x) sdGo ambas continuas num intervalo fechado [a,b]. Entdo existe,

pelo menos, um ponto & € [a,b] tal que
PRS0
b—a
Geometricamente, isto significa que a tangente ao grdfico de f(x) no ponto de abcissa & é paralela a secante que
passa pelos pontos de abcissas a e b, como mostra a figura (3.1)
O teorema do valor médio também tem uma interpretacdo em termos fisicos: se um objeto esta em movimento e
se a sua velocidade média é v, entdo, durante esse percurso no intervalo [a, b], hd um instante (ponto &) em que a

velocidade instantanea também é v.



3.1 Introducao

Figura 3.1: Interpretacdao geométrica do teorema do valor médio

Teorema 3.2 (Teorema do valor intermediario - Teorema de Bolzano)
Uma fungdo real continua num intervalo fechado [a,b] entdo ela tem todos valores entre f(a) e f(b) para no

minimo um argumento
Isto é, para todo y entre f(a) e f(b) existe pelo menos argumento c entre a e b onde o valor da fungdo f(c) =y,

Q

como mostra a figura (3.2)

1)

fa)l—f :

Byl 2 b

Figura 3.2: Griéfico ilustrativo do teorema do valor intermedidrio. A fungéo tem trés valores de onde y = f(z), f(a) <

y < f(b),ie,y= f(z1) = f(z2) = f(z3).

Teorema 3.3 (Teorema do Valor Extremo)
Seja f(x) uma fungdo real continua num intervalo fechado [a,b] com f(a) - f(b) < 0, entdo existe Tun, €
Tmaz € [a,b] tal que para todo x € [a,b] os valores f(Tmin) < f(x) < f(Tmaz)- Ver figura (3.3)

f(x)

,;' a Yo Nivie D X

Figura 3.3: Gréfico ilustrativo do teorema do valor extremo.
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3.1 Introducao

Teorema 3.4 (Existéncia de Raizes - Resultado do teorema de Bolzano)

Se f(x) é uma fungdo real continua num intervalo fechado [a,b] com f(a) - f(b) < 0, entdo 3 £ € [a,b] tal que
f(&)=o.
Entdo a fungdo f(x) tem pelo menos uma raiz real. Por exemplo, dentro do intervalo [a,b), a fungdo mostrada no

grdfico (3.4) tem trés raizes, x1, x2 e x3, onde f(x1) =0, f(z2) =0, f(x3) = 0, uma vez que f(a)- f(b) <0 ©

f{}u/ A

Figura 3.4: Gréfico ilustrativo da existéncia de raizes. No intervalo [a, b] onde f(a) - f(b) < 0, a fungéo tem trés valores
no qual f(x) =0.

Definicao 3.2 (Fun¢ao monétona)

A f(x) é uma fungdo real continua monétona num intervalo fechado [a, b] se ela for crescente ou decrescente em
valores, tal que
f(a) < f(b) paratodo a < b,

ou
f(b) > f(a) paratodo a < b.

Esta fungdes f(x) podem ser chamadas estritamente mondtonas para diferencid-las da que satisfazem

f(a) < f(b) paratodo a < b,

ou
f(b) > f(a) paratodo a < b,

que sao chamadas fracamente monoétonas.
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3.2 Solucao Numérica de Raizes

Se f(x) é uma fungdo continua e diferencidvel em um intervalo num intervalo fechado [a,b] com f(a) - f(b) < 0

e a derivada f'(x) tem sinal constante [a, b),entdo existe um vinico & € [a, b] tal que f(&) = 0.

Exemplo 3.1
f(x) no gréfico abaixo exibe os quatro casos tipicos. Observe que f(a) - f(b) < 0e f'(z) # 0.

a) f(x) crescente

y=f(x) y=f(x)

b) f(x) decrescente

y=f(x) y=f(x)

a : X a : X

Figura 3.5: Unicidade das Raizes: f(a)- f(b) <0e f'(z) # 0.

3.2 Solucao Numérica de Raizes

A estratégia para obtengdo de um raiz real da equagdo f(x) = 0 qualquer usando métodos numéricos ¢é realizada em
duas etapas:

o Separacdo ou localizagdo da raiz que correspondem a encontrar € [a, b] ou uma aproximac@o inicial zy & &;
o Utilizagao de método numérico para encontrar uma raiz com precisao e exatidao aceitavel.

3.2.1 Separacao/Localizacao de Raizes

Do teorema da unicidada:
Se f(x) é mondtona (crescente ou decrescente, f’(x) ndo muda de sinal, f/(z) # 0) em [a,b] e f(a) - f(b) < 0 entdo s6
existe uma raiz £ da equagdo f(z) = 0. Por outro lado, se f(a) - f(b) > 0 entdo ndo existe raiz no intervalo [a, b].

E a situag@o tipica assumida em aplicacdes praticas na determinacdo de raizes.

3.2.2 Localizacao por Métodos Graficos

Otencdo de uma aroximagdo inicial x9 ~ £ ou intervalo onde & € [a, b]:
o Tracar Griéficos de f(x) com uso de computadores;
o Utilizagdo de Esbogos Grificos de g(z) e h(x), onde f(z) = g(x). — h(z), ou seja g(z) = h(x) om uso de ldpis e
papel.
E sdo as abordagens tipicas em aplicagdes praticas na determinacio de raizes.



3.2 Solucao Numérica de Raizes

3.2.3 Galeria de Esbocos Graficos de Funcoes

1. f(x) =™, n par.Ver Figura 3.6;
2. f(x) = 2™, n impar. Ver Figura 3.7,
3. f(x) = x_” , 0 impar. Ver Figura 3.8;
4. f(z) = on *npar Ver Figura 3.9;
5. f(x) = e”. Ver Figura 3.10;
6. f(x) =e™". Ver Figura 3.11;
7. f(x) = in(x). Ver Figura 3.12;
8. f(x) =log(x). Ver Figura 3.13;
9. f(z) = sin(x). Ver Figura 3.14;
10. f(x) = cos(zx). Ver Figura 3.15;
11. f(z) = tg(z). Ver Figura 3.16;
12. f(z)=t
'." P00 LN = “:’“C‘“’“
@ x=x B ! i
@ go=x : .
@ h-= !

@ @ @

g Il

1
Figura 3.8: f(z) = el impar.
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Exemplos de Esbogos Gridficos na Localizagdo de Raizes:

gh(x), g(x)= senh(x), h(x)=cosh(x). Ver Figura 3.17,

GeoGebra Classic

(s~ >4 N=

| @

| @
@
+

e o o

g9 == N
h(x) = »° i

P = X

Entrada...

Figura 3.7: f(x) = 2™, n impar.

=N

|

glx) =

hix) =

[~ K=

px) =

t

X

Entrada..

-2 -1 0 1 2 3 4

—1

1
Figura 3.9: f(z) = o npar



3.2 Solucdo Numérica de Raizes

Sl % 3 ZN
Ao D N r
[ f(x) = e
flx) = & : 3
Entrada...
Entrada... -
f -5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 i) 4
Figura 3.10: f(z) = e". Figura 3.11: f(z) = e™*.
E] A% § =N

@ f=Ix °
-+ Entrada... ! ////_—__
-2 8 10 12

Figura 3.12: f(z) = In(z). Figura 3.13: f(z) = log(x).

(B As i N ’ ElA % § =N /zl
| @ () =sen(x) * Q@ () = cos() :

+  Entrada ! f +  Entrada...
|
. 4
¢

Figura 3.14: f(z) = sin(z). Figura 3.15: f(z) = cos(x).
H . Figura 3.17: f(x) = tgh(z), gx)= senh(x),
Figura 3.16: f(z) = tg(x). h(x)=cosh(x).
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3.2 Solucao Numérica de Raizes

3.2.4 Esbocos Graficos na Localizacao de Raizes

Exemplos de Esbogos Gridficos na Localizagdo de Raizes:
Cflz) =22 —2;

Localizagdo de Raizes: f(x) = 2% — 2

)

gl =2%eh(z) =2

at Tor a2 b2

Verificando:

rL €[-2,-1]7?
f(-2)=(-22-2=2
f-) = (-1)?-2=-1

Entdo f(—2)- f(—1) <0OK!!
ro €[1,2] 7

)= (1) —2 =1
f@Q)=@22-2=2

Entdo f(1) - f(2) < 00K!!
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3.2 Solucao Numérica de Raizes

Localizag¢do de uma Raiz: f(z) =23 —2—1=0

fr)=a® -z —-1=0 2>=x+1. . g@x)=2eh(z)=x+1

@ =2 =N .
@  nx) =x+1 :
@ "- Intersesio(g,h,1) * &
— (132,232)
Q@ a=(L0)
@ j F’Erpzndlcu\ar(a:ﬁxox}i
—x=1 2 n
@ b= Ponto(Exe)
- 2.0 i
k: Perpendicular(b, EioX. a 2 1 o Ta 3 a [ i
@ K Pependicular(n, EioX)
— x=2
hr 2
+  Entrada /
“

Verificando: r € [1,2] ?
JO) =P —1-1=-1
J@) =(@P-2-1=5
Entdo f(1) - f(2) <0OK!!

Localizacdo de uma Raiz: f(x) = \/x — i -0
f@) = vE- L0 vE= L@ = VEen) = 1

DI o< IPAN EE

O e-vx N .
@ - } ‘
rl = Intersecio(g, h, 1) i &
— indefinido
@ a=(50 : 4
O b=(150
® j ¢ Perpendicular(a, EixoX) E

— x=05

k : Perpendicular(b, EixoX)*
o
— x=15
= Intersegio(g, h, (1,1)}°
® '
- (L1

+ Entrada...

Ut

Verificando: r € [0.

£(0.5) = 0.5 —

f(1.5) = V1.5 — -
Entdo f(0.5) - f(1.5

1.5 7
~ —1.29

-5 -
ot

~ 0.56
<0O0K!

~—C
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3.3 Método da Bissecdo

Localizagéo de uma Raiz: f(z) = 2* — cos(z) =0

flx) = 2 — cos(x) =0 .. z? = cos(x) . g(x) = z2e h(zx) = cos(x) :

Al e)O)4] ] =

O glx) = N
@  hix) = cos(x)
rl = Interseco(g, h,1) 9
— indefinido
@ a2=(050
© b=(150
J : Perpendicular(a, EixoX) f
® =
— x=05
O k Perpendicular{mEim)(,.E
-+ x=15 =
r= Interse;éu(g‘h‘[ﬂsz,u
— (0.82, 0.68) -5

Verificando: r € [0.5,1.5] ?

£(0.5) = (0.5)% — cos(0.5) ~ —0.63
f(1.5) = (1.5)% — cos(1.5) =~ 2.18
Entio f(0.5) - f(1.5) < 0 OK !

3.3 Método da Bissecao

Seja f(x) continua no intervalo [a, b] com f(a) - f(b) < 0, entdo I & € [a,b]. Calcula-se T = (a +b)/2 ¢ f(Z). Se
f(z) = 0, entdo T é raiz; caso contrério, se f(Z) - f(a) < 0, entdo 3 & € [a,Z] ouse f(Z) - f(b) < 0, entdo I & € [, D].
Renomeia-se Z por a ou b, respectivamente. Existe & agora em um intervalo cujo comprimento é a metade do intervalo
original. O processo é repetido e para-se a iteragdo quando f(Z) é muito préximo de zero, ou zero, ou 0 comprimento do
intervalo [a, b] é muito pequeno e, tal que

|b—al <e

. E ficil de calcular o nimero de bissecdes necessaria para alcangar um e prescrito. O intervalo original Az é reduzido
Az/2 ap6s um bissegdo, Az/2? depois de duas bisse¢des, e depois de n bisse¢des € Ax/2". Colocando Ax/2" = ce

resolvendo para n, tem-se

_In(]Az| /e)
T T R) G.1)

Claramente, o método de bisse¢io converge de forma linear, uma vez que o erro se comporta como ey1 = e /2.
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3.3 Método da Bissecdo

3.3.1 Algoritmo do Método da Bissecao

f(x)
a /
b X
f(x)
a /
X b X
f(x)
a /
BZA
Propiedade

o Ele sempre converge para uma raiz § € [a, b];

1 - Comece com uma raiz £ no intervalo [a,b], ie.

fla)- f(b) <0;

2 - Estime a raiz como o ponto médio do intervalo
(a+b)

s

3 - Determine o intervalo que contém a raiz. Se
f(z) * f(a) < Oentdo & € [a,x] sendo £ € [z,b];

4 - Calcule a estimativa do erro;
5 - Repetir os passos 2- - -4 até que um critério de parada é

atingido.

o Pegadinha - se f(a) - f(b) < 0e f(x) tem mais de uma raiz em [a, b).

Exemplo 3.2
Encontre a raiz cibica de 3.

A solugdo € 1.442249570307408 obtida com a calculadora do celular !

Vamos apresentar os detalhes dos cdlculos, em duas etapas, para localizag@o da raiz e aplicacdo do Método

da Bissecao.
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3.3 Método da Bissecdo

1% Etapa: Separacado da Raiz.

22 =3 23=3 . gx)=2eh(z)=3:

Verificando:
€1,2]?
( )=(1)> -3~ -2
DIEZ NN CI=IPANEIE
TRoEANTEL, f2)=(2°-3~5
he) = 3 i Entao f(l) ( ) < 0O0OK!

11 = Intersecio(g,h,1) *

@
@
[
— (144, 3)
@
[
)

a=(10)

b=(20)

k=4, & € [1.38,1.5]
1.38+1.5
T = ;_ =1.44

f(1.44) = (1.44)® —3 = —0.014(—)
(=) ()

k=5, & € [1.44,1.5]

o L4415

£(1.47) = (1.47)> =3 = 0.17(+)
(=) ()
k=6, ¢ € [1.44,1.5]
144+ 1.4
oo WHELAT g

f(1.46) = (1.46)° — 3 = 0.11(+)
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3.4 Regula Falsi

Tabela 3.1: Método da Bisse¢do (Resumo).

k I[k} f(:E[k]) ET?“O[H
1] 15 0.38 —

21125 ] -1.05 0.25

3| 138 -037 0.13

4| 144 | -0.014 0.06

5| 147 | 0.17 0.03

6 | 1.46 0.11 0.01

Defini¢ao: Erropy) = |x[k] — ﬂf[k—1]’
3.3.2 Convergéncia
Considerando ag = a, by = be [an,by](n =0, 1, 2, ---) os intervalos sucessivos das bisse¢des tem-se que

A sequencia {a,, } é monétona crescente e limitada acima e a sequencia {b,, } ¢ monétona decrescente e limitada abaixo.
Portanto as duas sequencias convergem. Como

bp—1— Gp_1 b—a
by —ap = —— 2= — ... = 3.2
“ 2 on (3:2)
Calculando o limite, a equacdo (3.2) tem-se
b— 1
lim b, — lim a, = lim —— = (b—a) lim — =0 (3.3)
n—oo n—oo n—oo 2" n—oo 27

Conclui entdo que as sequencias {a,, } e {b,} t¢m o mesmo limite
lim a, = lim b, =¢ 3.4)
n—roo n— oo

Agora falta mostrar que £ é uma raiz da fungdo f(z). Do algoritmo da bisse¢éo tem-se que f(a,,) - f(b,) < 0. Entéo
tomando o limite

n— oo
Finalmente, usando (3.4), tem-se

[FENP<0 = f()=0

Em resumo, o método da bisse¢do sempre converge para raiz des que o intervalo inicial contenha raiz, e fornece a
raiz de f(x).

3.3.3 Ordem de convergéncia

_ 1 1 (b, —an _ 1
Defensi| = 1€~ Fnsal < (s —ans) = 320 ¢ fen = e~ 2l < 5000~ an)

(Notar que este limitante ¢ independente da funcio f(x) e/ou de suas derivadas.) Portanto tem-se

!
‘en+1| = 5 ‘en|

Conclui-se que o método da bissecao tem convergéncia linear.
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3.4 Regula Falsi

3.4 Regula Falsi

O método da regula falsi é semelhante ao da Bisse¢do cuja diferenga é o célculo da aproximagéo Z no intervalo [a, b]
no qual tem-se f(§) = 0, onde f(x) continua com f(a) e f(b) tendo sinais opostos. Aproximando-se f(z) em [a, b por
uma reta passando pelos pontos (a, f(a)) e b, f(b), entdo a solu¢do aproximada é calculada como o ponto o a reta cruza a

f(a) f(b) af(b) —bf(a)
f(0) = f(a) f(0) = f(a) f(0) = f(a)

A modifica¢do acima pode ser interpretado como uma média ponderada. Assumindo-se f(a) - f(b) < 0 entdo (3.5)

eixo dos x:

T=a— (b—a)=0b-

(b—a) = (3.5)

pode ser escrito como
S 1 )] IR F{ O 1
FOI+ (@] O]+ f(a)l

3.4.1 Algoritmo do Método da Regula Falsi

1 - Comece com uma raiz £ no intervalo [a,b], ie.

fla)- f(b) <0;

>

f(x)
a /
b X
f(b) =b-
2 - Estime a raiz no intervalo como: = - 1(b) 1),
f(b) = f(a)
3 - Determine o intervalo que contém a raiz. Se
f(z) * f(a) < Oentdo £ € [a, ] sendo £ € [z,b];
f(x)

4 - Calcule a estimativa do erro;

5 - Repetir os passos 2 - - -4 até que um critério de parada é

atingido.




3.4 Regula Falsi

Propiedade
oz = a-ﬁgsg—;&(j‘)(a), com f(a) - f(b) < 0, entdo
=" ||J]: EZIZ))|| I |bf.(|i;(|a) ¢ uma média ponderada;

o Pegadinha - se a estimativa x ¢ [a,b] é que algo estd errado no cdlculo.

Exemplo 3.3

Encontre uma raiz de 2% — cos(z).

Vamos apresentar os detalhes dos célculos, em duas etapas, para localiza¢do da raiz e aplicacdo do Método
da Regula Falsi (também conhecido como Método das Cordas ou Método da Posicao Falsa).

1¢ Etapa: Separagao da Raiz.

z3 —cos(z) . 2® = cos(z) . g(x) = 2® e h(x) = cos(z) :

Verificando: r € [0.5,1.5] 7
£(0.5) = (0.5)® — cos(0.5) ~ —0.75
AR RENER f(1.5) = (1.5)® — cos(1.5) =~ 3.30
Y : Entio f(0.5) - f(1.5) < 0 OK !

(&)

(&)

@ a=(05.0)
O b=050
(¢]

il IRV (U Obs: A maquina deve estar em radianos. O

_ grdfico foi feito em radianos.
o " Interseg3o(g, h, (0.87,0.6

- (0.7, 0.65) -

2% Etapa:
Estimativa de £ € [0.5,1.5] usando o Método da Regula Falsi .

£(0.5) = —0.75(=), f(1.5) = 3.30(+)

o k=I,£€[0.5,1.5]
0.5- f(1.5) — 1.5- f(0.5)
S () B T
£(0.68) = (0.68)* — cos(0.68) = —0.46(—)
o k=2,¢ € [()(f)és,(f%]
068 f(1.5) — 1.5- £(0.68)
T F(1.5) — £(0.68) =078
£(0.78) = (0.78)® — c0s(0.78) = —0.24(—)
o k=3, £ € [0.78, 18]
078 f(15) — 1.5- £(0.78)
T f(1:5) — £(0.68) =083
£(0.83) = (0.83)% — c0s(0.83) = —0.10(—)
o ket € € [0.53, 1)
L 083-f(L5) 15 f(083) _




3.5 Método das Secantes

£(0.85) = (0.85)% — c0s(0.85) = —0.045(—)
o k=5, € € [0.85, 1
_ 085 f(L1.5) — 1.5 £(0.85)

F(1.5) — £(0.85)
£(0.86) = (0.86)* — c0s(0.86) = —0.016(—)

= 0.86

Tabela 3.2: Método da Regula Falsi (Resumo).
2 | flapg) | Brrop
0.68 | -0.46 —
0.78 | -0.24 0.10
0.83 | -0.10 0.05
0.85 | -0.045 0.02
0.86 | -0.016 0.01

Definicdo: Errop) = |Tk — T(h—1)

N B W —|

3.4.2 Convergéncia

Sejam [ay, bi] os intervalos sucessivos do método da regula falsi. Geralmente by — aj, ndo tende para zero com
k — 00 e mesmo assim o método converge para a raiz £ € [a,b]. O método da regula falsi converge linearmente, quase

sempre com uma convergéncia unilateral.

3.5 Método das Secantes

O método da secante ¢ um procedimento de busca de raizes na analise numérica que usa uma série de raizes de linhas
secantes para melhor aproximar uma raiz de uma funcao f. Vamos aprender mais sobre o método da secante, sua férmula,

vantagens e limitagdes, e exemplo resolvido do método da secante.

3.5.1 O que é o Método da Secante?

A linha tangente a curva de y = f(x) com o ponto de tangéncia (zg, f(x0)) é utilizada na abordagem de Newton.
O gréfico da linha tangente em torno de = « é essencialmente o mesmo que o grifico de y = f(z) quando g = «.
A raiz da linha tangente foi usada para aproximar a raiz o . Considere empregar uma linha de aproximagao baseada na
’interpolacdo’. Vamos supor que temos duas estimativas de raiz para &, digamos, zo e 1. Entdo, temos uma funcao linear

q(x) =ao+ a1z

usando q(xo) = f(zo),q(x1) = f(x1). Essa linha também é conhecida como linha secante. Sua férmula é a seguinte:

(1 — ) f(w0) + (x — 20) f (1)

T1 — Zo

q(x) =
A equagdo linear ¢(z) = 0 é resolvida, com a raiz denotada por xo:

T1 — To

72 = 0 = ) e T )

oo = Lo flz1). — a1 f(zo)
g f(z1) = f(zo)

ou
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3.5 Método das Secantes

3.5.2 Algoritmo do Método das Secantes

y
1- Comece com zy e x1, valores proximos a uma raiz &,
tomados como aproximagdes iniciais (veja exemplos gréficos
a esquerda);
f(x, f(x,)
X.‘ X X
/0 %
(x, f(x}))
f(xo) >0, f(21) <0
2- Tteragdo: (k = 1,2,3,...) Estime a raiz no intervalo
. _ zp—1-f(zg) —zk-f(TK-1)
y como: - Tp+1 = Flag)—f(zr—1)
= fi z izt . . . .
y=f(x) /(IXO' 100) até que um critério de parada seja atingido (ou seja, a

precisdo desejada da resposta ou o nimero maximo de

iteracdes tenha sido alcancado).

(%, 1x)) g

o5 %

f(l‘o) > 0,f(33‘1) >0

3.5.3 Convergéncia do Método das Secantes

o Se os valores iniciais xg e x1 estiverem préximos o suficiente da raiz, o método da secante itera xn e converge para
uma raiz da funcdo f. A ordem de convergéncia é dada por ¢, onde;

o =155 ~ 1,618,

€ a razao 4urea.

o A convergéncia é particularmente superlinear, mas nao € quadratica. Esta solugdo é valida apenas sob certos
requisitos técnicos, como f(z) ser duas vezes continuamente diferencidvel e a raiz ser simples na questéo (ou seja,
ter multiplicidade 1).

o Naio ha garantia de que o método da secante convergird se os valores iniciais ndo estiverem préximos o suficiente
da raiz. Por exemplo, se a fun¢do f(x) for diferencidvel no intervalo [z, 21], € houver um ponto no intervalo onde
f'(z) = 0, o algoritmo pode ndo convergir.

Exemplo 3.4
Encontre uma raiz de 2% — cos(z).

Vamos apresentar os detalhes dos cédlculos, em duas etapas:
1) determinag@o de x( e x; tomados como aproximagdes iniciais para da raiz;
2) aplicacao do Método das Secantes (também conhecido como Método dos 2 Pontos).



3.5 Método das Secantes

1% Etapa:

Escolha de xq e x1, valores proximos a uma raiz . ©° — cos(x) = 0 .. 2° = cos(x) . g(x) = 2° e h(x) = cos(x) :

DNl IPANNEI

. Escolhendo:
Q@ -0 N !
. Ty = 1.5
h(x) = cos(x)
T = 1.0

@

Q a=(050)
O b=(150)
@}

Valores préximos a raiz .

]+ Perpendicular(a, EixoX} :
— x=05

k : Perpendicular(b, EixoX) g
©

— x=15

T = Intersesso{g h, (0.57, 0.9 A maquina deve estar em radianos. O grdfico foi feito em
— (0.87, 0.65) - .
radianos.

-
2% Etapa:

xo =15, f(1.5) =3.30

z1 =10, f(1.0)=0.46

o Iteragcao =1
oo L5 f(1.0) — 1.0 f(1.5)
2 1.5 5(4160) I({%g)o
_ . - . - . M . _ ) 2
2 0.46 — 3.30 09
£(0.92) = (0.92) — c0s(0.92) = 0.17
o lteracdo=2
~1.0- £(0.92) — 0.92 - £(1.0)

h 1.0 0f§(7)'922) §2f% '2%
3= 0.17 — 0.46 = 0.87

£(0.87) = (0.87)% — c0s(0.87) = 0.014
o Iteracao=3
092 £(0.87) — 0.87 - £(0.92)

7(0.87) — £(0.92)
_ 0.92-0.014 — 0.87-0.17

T4 0.014 — 0.17 = 0866
£(0.866) = (0.866)3 — cos(0.866) = 1.58 - 1073
o Iteracao=4
_0.87- £(0.866) — 0.866 - £(0.87)
N £(0.866) — f(0.87)
~ 0.87-1.58-1073 — 0.866 - 0.014

1.58-10-3 — 0.014 = 0.8695
£(0.8655) = (0.8655) — cos(0.8655) = 7.8124 - 1077

Ty

Zs

X5

Tabela 3.3:
Método das Secantes (Resumo)
k x[k] f(a?w) ET‘TO[k]
0 1.5 3.30 —
1 1.0 0.46 —
2 0.92 0.17 0.08
3 0.87 0.014 0.5
41 0.866 | 1.58-10~3 | 0.004
5108655 | 7.81-107° | 0.0005
Definicao:
Errop = ) — x|
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3.6 Método de Newton-Raphson

3.5.4 Vantagens e Desvantagens do Método da Secante

O método da secante possui as seguintes vantagens:
o Converge mais rapidamente que uma taxa linear, tornando-o mais convergente do que o método da bissecao.
o Naio necessita do uso da derivada da fun¢do, que pode ndo estar disponivel em varias aplicagdes.

@ Ao contririo da técnica de Newton, que requer duas avaliagdes da funcdo em cada iteracdo, requer apenas uma.

O método da secante possui as seguintes desvantagens:
e O método da secante pode ndao convergir.
o Asiteracdes calculadas ndo t€ém garantias de limites de erro.

o Se f'(«) = 0, é provével que seja desafiador. Isso significa que, quando = = «, o eixo x é tangente ao gréfico de

y = f(x).

o A abordagem de Newton € mais facilmente generalizada para novas formas de resolver sistemas de equagdes
simultineas ndo lineares.

3.6 Método de Newton-Raphson

Seja ;¢ um valor inicial préximo a raiz £ de f(z) = 0. Considere h a corre¢do & = xg + h. Entéo f(£) = 0 implica
que f(xzo + h) = 0. Seja h pequeno e f(x) tenha segunda derivada continua, entio
’ h2 ’
F(&) = f(wo) + hf (zo) + = f () =0, n € [wo, 20 +h]

Desprezando os termos quadraticos e de ordem superiores e assumindo que £ é uma raiz simples, encontra-se

h~— f,(xo) =T =20 — f/(xo)
f' (o) f' (o)
deve ser uma melhor aproximagdo para ¢ que xy. Continuando este processo com z1, 2 - - - 0 método é dado por
f(zr-1)
Tp = Tp— 7 s k:172a "n
b ()

Geometricamente, xj € a interse¢do da tangente com o eixo-x que passa pelo ponto (xx—1, f(xk—1)). Este método

pode ndo convergir para a raiz desejada se o valor inicial € muito distante da raiz.
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3.6 Método de Newton-Raphson

3.6.1 Algoritmo do de Newton-Raphson

1 - Comece com uma aproximagdo x( para a raiz &;

f(zo) .
f'(20)’

2 - Estime a raiz no intervalo como x; = g —

3 - Calcule a estimativa do erro;

f(x)
X
4 - Repetir parak =2---n
f(zr—1)
Q) Tk = Th—1 — 57—
) f .(xkq)
b) calcule a estimativa do erro
até que um critério de parada € atingido.
f(x)
X3 Xz Xy Xo X
Propriedades:

o Tem convergéncia quadratica para raizes simples;

o Em geral, o método de Newton-Raphson tem um bom desempenho, com uma boa escolha da aproximacao inicial
Zo;

o A escolha inadequada da aproximagao inicial zg pode gerar uma sequencia que converge para uma raiz diferente da
procurada;

o Requer a avaliacdo da funcdo e sua derivada- tendo um custo computacional adicional e exigindo que a derivada da
funcao exista;

o Pegadinha: Apesar de sua popularidade, o método newton nio € universalmente elogiado. No livro de Hamming
tem uma secdo com o titulo "Método de Newton (outro método a evitar)- "Newton method (another method to
avoid);.

Exemplo 3.5
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3.6 Método de Newton-Raphson

Encontre uma raiz de e” + 4cos(x) — 8 = 0.

Sera apresentado os detalhes dos calculos, em duas etapas, para localizacdo da raiz e aplicacdo do Método de

Newton.

1* Etapa: Separacao da Raiz.

e’ +4cos(x) — 8 .. ¥ = —4dcos(x) + 8 .. g(z) = e” e h(x) = —4cos(x) + 8 :

Verificando: 7 € [2,3] ?

f(2) = €® +4cos(2) — 8 ~ —2.27
f(3) =€’ +4cos(3) — 8 ~ 8.12
Entdo f(2) - f(3) < 0OK!

A aproximagdo inicial escolhida foi xo = 2.4, valor

proximo a raiz.

Obs: A maquina deve estar em radianos. O grdfico foi

feito em com cdlculo do cos(x) em radianos.

2% Etapa: Determinacao de £ usando o Método de Newton.

Repetirparak =1---n
J@i1) o0 g,

T = Ty — i 10 =
f(zr-1)
f(z) = €® +4cos(x) — 8; f'(x) = €* — dsen(x)

e k=1

Tr1 = 2.4 — f(24>

f(2.4)
f(2.4) = e** + 4cos(2.4) — 8 = 0.0736
f'(2.4) = e** — 4sen(2.4) = 8.32

=2.39

o k=2

To =2.39 — 1(2.39)

1(2.39)
£(2.39) = €39 + 4c05(2.39) — 8 = —0.008915
1/(2.39) = >3 — 4sen(2.39) = 8.1823

= 2.3900

° k=3 £(2.3900)
=2.3900 — —————=
3 7/(2.3900)
£(2.3900) = %399 4+ 4c05(2.3900) — 8 = —0.00891536
1(2.3900) = 23990 _ 45en(2.3900) = 8.182281

= 2.3911
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3.6 Método de Newton-Raphson

Tabela 3.4: Método de Newton (Resumo).

k x[k] f(x[k}) ETT‘O[k]
k l‘[k] f(l‘[k]) ETTO[k]
1 2.39 -0.008915 —

2 | 2.3900 | -0.00891536 0.01
3 | 2.3911 | 0.00009351821 | 0.0011

Defini¢ao: Erropy) = |m[k] - x[k_l]’

3.6.2 Convergéncia

Dada uma fungio f(z), se f(£) = 0 e também é verdade que f'(¢) = ... = f(m=1D(¢) = 0, mas f(™)(¢) # 0, entdo
& é dito ser uma raiz de f(z) da ordem de multiplicidade m.

Se ¢ for uma raiz simples de f(z) = 0, entdo o método de Newton converge quadraticamente, de modo que cada
iteracdo quase duplica o nimero de casas decimais exatas. Se, pelo contrdrio, £ for uma raiz miltipla, o erro em cada

etapa é uma fracdo do erro na etapa anterior. Ou seja, nesses casos, 0 método converge linearmente.
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Capitulo Execicios

= Capitulo Execicios <>

I. Localizar pelo menos uma raiz real das equagdes abaixo usado o Geogebra: https://www.geogebra.org/
@ 23 —622—2—-30=0
(b) z+log(x) =0
(©) x+2cos(z) =0
(d) 22 —-10-In(x) —5=0
(e) 23 —e**+3=0
) 223 +22-2=0
(g) sen(z) —lz(x) =0
(h) ecos(w) 4 23— r=0
@ 2-In(3 —cos(z)) —3z" +5-sen(xz) =0
(§) cos(zx) +In(x)+2=0

2. Dado a equagéo: 3x — cos(x) =0
(a) Localizar a primeira raiz (positiva ou negativa);
(b) Aplique 5 iteragdes do um método da Bissegao para encontrar o valor aproximado da raiz.
Atencio:
(i) usar 02 casas decimais e no minimo com 02 digitos significativos;
(ii) exibir cdlculos detalhados dos valores de z!*!, f[*l e Errol*! encontrados nas iteracdes;
(iii) faga tabela resumo exibindo [k], z*!, fI*l e Errol¥l .
3. Dado a equagdo: €% - (x — 1) + 23 =0
(a) Verificar que € € [0.7, 1.3];
(b) Aplique 5 iteragcdes do um método da Regula-Falsi para encontrar o valor aproximado da raiz.
Atencio:
(i) usar 02 casas decimais e no minimo com 02 digitos significativos;
(ii) exibir calculos detalhados dos valores de LR f (k] ¢ Errol¥l encontrados nas iteracoes;
(iii) faca tabela resumo exibindo [], zlFl, flkl e Errolkl
4. Dado a equagdo: 22 + sin(z/5) — 1/5
(a) Utilizar método gréfico para determinar uma aproximagio x de uma raiz ¢ ;
(b) Aplique 3 iteracdes do um método de Newton para encontrar o valor aproximado da raiz.
Atencio:
(i) exibir calculos detalhados dos valores de z*], f(z)[¥], f'(2)!*], e Errol*! encontrados nas iteragdes;

(ii) faca tabela resumo exibindo [], zlFl, flkl e Errolkl
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Capitulo - Interpolacao

4.1 Introducao

Sempre que se procura numa tabela por valor que nao consta explicitamente na tabela, efetua-se uma interpolagao,
quando o valor estd entre 0 menor e o0 maior valor presente na tabela, para a valor pesquisado. Se o valor estiver fora do
intervalo presente na tabela, tem-se entdo uma problema de extrapolacao.

Denomina-se interpolagdo um método que permite construir um novo conjunto de dados a partir de um conjunto
discreto de dados pontuais previamente conhecidos. Em engenharia e ciéncias, dispde-se habitualmente de conjuntos
de dados pontuais, obtidos a partir de uma amostragem ou experimento. Através da interpolacdo pode-se construir uma
funcdo que aproximadamente se “ajuste” nestes dados pontuais. Os conjunto de dados pontuais ndo possui continuidade,
e isto muitas vezes impossibilita a representacdo tedrica de um fendmeno real empiricamente observado.

Usando-se interpolagdo, pode-se construir uma fungdo que represente estes dados pontuais, conferindo-lhes, entdo, a
continuidade desejada.

Uma aplicacdo da interpolacdo é a aproximacgdo de fungdes complexas por fun¢des mais simples. Obviamente,
quando se utiliza uma fun¢do mais simples para calcular novos dados, normalmente nao se obtém o mesmo resultado da
fungdo original, mas dependendo do dominio do problema e do método de interpolagao utilizado, o erro € aceitavel e
tem-se o ganho de simplicidade.

A interpolacdo permite fazer a computacdo aproximada de valores de uma fungdo, bastando para tanto conhecer
apenas algumas das suas abscissas e respectivas ordenadas (imagens no contra-dominio da fun¢do). A funcdo resultante
garantidamente passa pelos pontos fornecidos, e, em relagido aos outros pontos, pode ser considerada um ajuste.

A aproximagao de fun¢des por polindmios é muita usada em métodos numéricos. Isso acontece porque os polindmios
sdo facilmente computdveis, suas derivadas e integrais sdo também polindmios, suas raizes podem ser determinadas com
relativa facilidade, etc.

A aproximacdo polinomial pode ser obtida de varias maneiras, entre os quais pode-se citar: Interpola¢do, Método
dos Minimos Quadrados, Oscula¢ido, Mini-Max, etc, portanto pode ser proveitoso substituir uma fun¢do complicada por
um polindmio que a represente. ressalta-se que o Teorema de Weirstrass que afirma que: toda funcio continua pode ser
aproximada por um polindmio. Neste capitulo serd visto como aproximar uma func¢do usando Métodos de Interpolacao

Polinomial.

4.2 Preliminares

Vamos introduzir a interpolagdo a partir da tabela:

Pares ordenados (X,y)

x Y
Zo | Yo
T1 | Y1
xn yn

o<1 <00 < Ty, €T € [To, Tn)
y = f(x), x é o valor a ser interpolado
f(x) =~ ¢(x), onde y; = ¢(x;) é a fungdo interpolante, onde sé iremos estudar a Interpolacdo Polinomial na varidvel x.



4.3 Interpolacdo Linear

4.2.1 Aplicacoes da Interpolacao

Para métodos numéricos interpolagdo € usada para:

o Interpolar valores de tabelas (valores nao tabulados);

o Desenvolver férmulas de integracdo numérica;

Desenvolver métodos de diferenciacdo numérica;

(4]

Desenvolver métodos de para determinagao de raizes (interpolacdo inversa/direta);
o Desenvolver métodos de Elementos Finitos.

Interpolagdo ndo € normalmente usada para descricdo funcional de dados experimentais pois os erros nos dados
podem gerar uma representacao inadequada:

o Ajuste de Curvas e o tratamento estatistico sao mais adequados para dados experimentais.

4.2.2 Outras formas de Interpolacao

o Interpolagao racional € a interpolag@o por fung¢des racionais usando o aproximante Padé

o Interpolagdo trigonométrica € a interpolagdo por polindmios trigonométricos usando a série de Fourier. Outra
possibilidade é usar wavelets.

o Interpolacdo de Whittaker-Shannon pode ser usada se o nimero de pontos de dados for infinito ou se a fungdo a ser

interpolada tiver suporte compacto.

4.2.3 Interpolacao de Funcao de Base Radial

A interpola¢do de funcdo de base radial (RBF) é um método avangado na teoria de aproximagao para a construgao de interpolantes
precisos de alta ordem de dados ndo estruturados, possivelmente em espacos de alta dimensdo. O interpolante assume a forma de uma
soma ponderada de func¢des de base radial. A interpolagdo RBF é um método sem malha, o que significa que os nés (pontos no dominio)
ndo precisam estar em uma grade estruturada e nao requer a formacdo de uma malha. Frequentemente, é espectralmente preciso e

estavel para um grande nimero de nés, mesmo em grandes dimensdes.

A interpolacdo RBF € usada para aproximar operadores diferenciais, operadores integrais e operadores diferenciais de superficie.
Esses algoritmos foram usados em solugdes altamente precisas de muitas equagdes diferenciais, incluindo as equagdes de Navier-Stokes,

a equagdo de Cahn-Hilliard e as equagdes de dguas rasas.

https://en.wikipedia.org/wiki/Radial_basis_function_interpolation

4.3 Interpolacao Linear

Denomina-se interpolagdo linear o método de interpolag@o que se utiliza de uma funcao linear y(z) (um polindmio de primeiro
grau) para representar, por aproximagao, uma fun¢ao f(x) (ou suposta f(x) que representa um fendmeno real empiricamente observado)
contido no dominio de f(x). A interpolacdo linear € uma linha que se ajusta a dois pontos. A interpola¢do linear € mostrada na Figura 1
onde yo € y1 sdo os valores conhecidos de y(x) = f(z) em z = xo e x = x1, respectivamente.

O modelo linear é dado por

y(z)=a-z+db 4.1

(um polindmio de primeiro grau) Do par de pontos (zo, yo) € (z1, y1) substituidos na equacdo 4.1 tem-se

a-xo+b= yo
a-1+b=

[}
@


https://en.wikipedia.org/wiki/Radial_basis_function_interpolation

4.3 Interpolacdo Linear

Acrescentado a equagdo 4.1 obtém-se
a-xo+b= yo
a-x1+b= 1
a-x+b= yx)

Subtraindo-se a 2° da 1* equagido e a 3* da 2° tem-se

a-(z1—m0) = Y1 — Yo
a (z—m1) = y(@) —n

Ou seja
oo YLy
X1 — Xo
_ ylz) ~ s
T — T
Entao
yi—yo _ y@) —wn
1 — To r— T
Segue que
o NYL— Yo
y(@) =y = @ —a) L
Logo
o . Y1 — Yo
y(z) = (z ), T
De onde
Y1 — Yo
y(z) = (z — 1) +y
— o
Assim ( )
Y1 — Yo 1 — o
r)=(rx—=x .
Yw) = —a) T g
o (6=21) —go- (@ —21) . 1+ (@1 —0)
Y1 —21) — Yo - (T — 21 Y1 - (X1 — Zo
y(z) = +
Tr1 — X9 1 — Xo
Segue
X1 — X X — To
y(z) = “Yo Y
T1 — Xo Tr1 — X0
Finalmente
r—T T — T
y(x) = —— yo + Cy 4.2)
To — L1 1 — o

Exemplo 4.1
Encontrar uma aproximagio para sen(0.07) por interpolagdo linear da tabela:

X sen(x)
0.05 | 0.0499792
0.09 | 0.0898785

Substituindo o par de pontos (0.05, 0.0499792) e (0.09, 0.0898785) e colocando o valor x = 0.07 na equagio 4.2:

0.07 — 0.09 0.07 — 0.05
07) = ——————.0.0499792 + —————— - 0.0898785 = 0.06992
y(0.07) = So=—ng - 0-0499792 + o —o - 0.0898785 = 0.0699289

Portanto sin(0.07) = 0.0699289, aproximado por interpolacio linear 3(0.07). E bom lembrar que sex(z) = x para x préximo
de 0. O valor sen(0.07) = 0.0699428 ¢é obtido com a fungdo da biblioteca SCILAB. Aqui estdo os calculos exibidos no console do
SCILAB:

-=> (0.07 - 0.09)/(0.05 - 0.09) * 0.0499792 + (0.07 - 0.05)/(0.09 - 0.05) * 0.0898785
ans =

0.0699289

-->sin(0.07)

ans =

0.0699428



4.4 Interpolacdo Quadratica

Exemplo 4.2

Encontrar uma aproximagdo para y(2) por interpolag@o linear da tabela:

x[y
ERER
307
5018

Substituindo o par de pontos (1, 3)e (3, 7):

yl)=a-14+b=3
yB3)=a-34+b=7

ou seja
l-a+b=3 ) a=
3-a+b=7 b=1

ylx)=2-z+1, z € 1,3
y(2)=2-2+1=5

colocando o valor x = 2 na equagao.

4.4 Interpolacao Quadratica

Denomina-se interpola¢do quadritica o método de interpolacdo que se utiliza de uma fun¢do quadritica y(x) (um polindmio de
segundo grau) para representar, por aproximacdo, uma fungdo f(x) (ou suposta f(x) que representa um fendmeno real empiricamente
observado) contido no dominio de f(x). A interpolacdo quadratica € uma pardbola que se ajusta a trés pontos. A interpolacdo quadratica
é mostrada na Figura 2 onde yo, y1 € y2 sdo os valores conhecidos de y(z) = f(z) em © = xo, T = 1 € x = T2, respectivamente.

O modelo quadrético € dado por

yx)=a-2°+b-z+c 4.3)

Substituindo os pontos (zo, yo0), (z1,y1) e (z2, y2) na equagdo 4.3 tem-se

a~mg+b~xo+c: 2o
a-zi+b-x1+c= “4)
a-z2+b-zotc= 1y

A solucdo do sistema linear 4.4 permitem encontrar os pardmetros a, b, ¢ do modelo dado pela equacéo 4.3.
Exemplo 4.3
Encontrar uma aproximagao para y(2) por interpolagio quadrdtica da tabela:

X1y

1

3

5
Substituindo o par de pontos (1, 3), (3, 7) e (5, 18) e colocando o valor = 0.07 na equacao :

y)=a-12+b-1+c=3
y(3)=a-32+b-3+c=7
y(5)=a-5*+b-5+c=18
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ou seja
l-a+1-b4+c=3 a = 0.875
9-a4+3-b+c=7 b=-15
25-a+5-b+c=18 c=3.625

y(z) =0.875-272 — 1.5 -z + 3.625
y(2) =0.875-272 — 1.5 - x 4 3.625 = 4.125
colocando o valor x = 2 na equacio.

Exemplo 4.4
Encontrar uma aproximagdo para sen(0.07) por interpolagdo linear da tabela:

X sen(x)
0.05 | 0.0499792
0.09 | 0.0898785
0.12 | 0.1197122

Substituindo os pontos (0.05, 0.0499792), (0.09, 0.0898785) e (1.12, 0.1197122) e colocando o valor z = 0.07 na equagéo

4.4 com um pequeno rearranjo obtém-se:

0.05% - a+0.05-b+ c = 0.0499792
0.09% - a+0.09-b+c= 0.0898785 4.5)
1122 . a+1.12-b4+ ¢ = 0.1197122

Solucionando 4.5 tem-se: a = —0.1970648, b = 1.0250716 e ¢ = —0.0007817
Colocando o valor z = 0.07 na equagdo 4.3:

y(0.07) = a - 0.07° + b 0.07 + ¢ = 0.0700077

~

Portanto sin(0.07) = 0.0699461, aproximado por interpolagio quadritica (0.07). E bom lembrar que sex(z) = z para
préximo de 0. O sen(0.07) = 0.0699428 ¢ obtido com a fungéo da biblioteca SCILAB.

Aqui estdo os calculos exibidos no console do SCILAB:
-->A=[ 0.0572 0.05 1
-->0.09"2 0.09 1
-->0.1272 0.12 1];

-->b=[0.0499792; 0.0898785; 0.1197122];

-->x=A\b

x =
- 0.0432262
1.0035342

- 0.0000894

-->a=x(1) ;b=x(2) ;c=x(3);

-=>y=a*0.07"2+b*0.07+c
y =

0.0699461

-->sin(0.07)

ans =

0.0699428

A resolugdo do sistema no exemplo acima é um processo bastante simples e exato na obtengio de y(x). N&o se pode esperar que
isto ocorra sempre para qualquer problema de interpolaciio. A matriz A dos coeficientes do sistema é uma matriz de Vandermonde,

podendo ser mal-condicionada.
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4.5 Interpolacao Polinomial

Dado os pontos (2o, y0), (1, Y1)s s (Tn, Yn), correspondente a (n + 1) pontos diferentes. Interpolar significa determinar o
valor de y que € aimagem de um valor x, diferente de z;, ¢ = 1-- - n, talque x90 < = < z,. Pelos pontos Py, Pi, --- P, é determinado
um tnico polindmio P, (x) de grau n (Figura 3). Por dois pontos tem-se uma reta; por trés pontos ndo alinhados, tem-se uma parabola;
etc. Assim, por (n + 1) pontos passa um polindmio de grau n por eles que permite calcular para cada valor de x um valor y que é o
valor da interpolacdo.O modelo polinomial é dado por

Pn(®) = anz™ + an12" '+ 4 a2z’ + a1z + ao,

Existem vdrias formas de se obter um polindmio interpolador. Uma das formas € a solu¢do do sistema linear de grau n + 1
para obtenc¢@o de um polinémio interpolador p,(z), de grau menor ou igual a n. Serd estudado as formas de Lagrange, Newton,
Gregory-Newton. Teoricamente todas a formas de obten¢do de um polindmio de grau n conduzem ao mesmo polindmio. A escolha

depende de tempo computacional, estabilidade, etc.

Se xo,x1,- - , Ty SG0 nimeros reais distintos, entdo para valores arbitrarios yo, Y1, - - - , Yn respectivamente formando pares

ordenados (i, y;)com(0 < i < n), existe um tinico polindmio de grau no méaximo n tal que pn(x;) = y; (0 <17 < n).

4.5.1 Matrix de Vandermonde

Seja o modelo polinomial

—1

pn(z) = ant”™ + an—12" "' + -+ a2z’ + a1z + ao,

comp(z;) =y;, Vie{0,1,---,n}. Entdo

n

Ty T Ty xo an Yo
n n—1 n—2

I Ty Ty X1 Ap—1 Y1
n n—1 n—2

T, T, T, ez, 1 ag Yn

A matriz da esquerda é chamada de matriz de Vandermonde. O nimero de condi¢cdo da matriz de Vandermonde pode ser grande,
acarretando grandes erros nos cdlculos do coeficientes a; se o sistema de equagdes € solucionado pelo método de eliminacdo de Gauss.

4.6 Polinomio Interpolador de Lagrange

O polindomio de Lagrange (nome € devido a Joseph-Louis de Lagrange) € um polindmio de interpolacido de um conjunto de pontos
na forma de Lagrange.
Dado um conjunto de n + 1 pontos: (xo, yo), (T1, Y1), - (Tn, Yn), com todos z; distintos, o polindmio de interpolagdo de um

conjunto de pontos na forma de Lagrange € a combinacao linear dos polindmios da base de Lagrange:

Po(z) = i+ Li() (4.6)
i=0
com polindmios da base de Lagrange dados por:
Li(z) = ﬁ (@—=)  (—x0) (@—mia) (@—mip1) (z—n) )
i (@i—)  (wi—wo)  (wi—wic1) (wi—@ie) (2 2n)

=0

O polindmio interpolador de Lagrange é dado por:

Pa@) = 3w [ ) @.38)

87



4.6 Polindmio Interpolador de Lagrange

Exemplos de Py, (x) :
(z — 1) (z — o)
P = R S A R Sl
1(z) = Yo (w0 — 11 +y1 (w1 — 20)

)
z) = yo - (x — 1) (z —2) . (z — o) - (z — x2)
B@) =y (300—301)'(350—$2)+y (21— w0) - (21 — 2)
(x — o) - (x — 1)

V2 (w2 —a0) - (w2 — 1)
Py(a) = go - Ao C) (@ 22) - (@~ za)
(xo — x1) - (w0 — T2) * (TO — T3)
- (x — o) - (x —x2) - (¥ — w3 . z—x0) - (x—x1) - (x — x3)
(z1 —z0) * (1 — 22) - (T1 — 3) (T2 — z0) - (T2 — 21) - (T2 — 23)
’s - (z —wo) - (x —z1) - (. — 22)
(zs —x0) - (w3 — x1) - (x3 — 22)
Temos abaixo a complexidade da interpolagdo de Lagrange para um py (x) com relagdo ao nimero de operagdes:
Operagdes Complexidade
Adicdes 2n? +3n+1
Multiplicagdes | 2n2 + 3n + 1
Divisoes n+1
Total 4n® +Tn+ 3
Detalhe do célculo de complexidade (calcula-se L; e depois executa-se 0 somatorio):
Adicdes:
o sd0 2n adigdes (diferengas) para cada dos L;(= n + 1) dando um total de 2n - (n + 1);
o segue-se mais (n + 1) adicdes;
o Total de adigdes: 2n- (n+1) +n+1=2n> +3n+1
Multiplicagdes:
@ séo 2n multiplicagdes para cada dos L;(= n + 1) dando um total de 2n - (n 4 1);
o segue-se mais (n + 1) multiplicacdes;
o Total de multiplicagdes: 2n- (n+ 1) +n+1=2n*+3n+1
Divisdes:
o ¢ 1 divisdo para cadaum dos L;(=n + 1);
o Total de divisdes: n + 1
Exemplo 4.5

A tabela abaixo mostra valores de x (varidvel independente) e y (varidvel dependente):

X y
025 | 43
0.55 | 6.9
0.85 | 11.1
1.15 | 14.7
145 | 15.6
1.75 | 274

Calcule:

a) y(0.40) utilizando o polindomio de Lagrange de primeiro grau;
b) y(1.25) utilizando o polinémio de Lagrange de segundo grau;

¢) y(1.25) utilizando o polindmio de Lagrange de terceiro grau.

Solucao

a) Pi(z) = yo -

(z — 1)  (z—20)
(zo — 1) o (1 — o)

Escolhe-se 02 pontos consecutivos e coloca-se, se possivel, o valor a ser interpolado © = 0.40 entre [xo, x1] (mais préximo

possivel):



4.6 Polindmio Interpolador de Lagrange

Tq Yi
002543
105569
(0.40 — 0.55) (0.40 — 0.25)
Pi(0.40) = 4.3+ 2% 4 gg. - 20 5
1(040) = 4.3 (0.25—-055) 6-9 (0.55 — 0.25) 56
(z—z1) (z —22) (x —z0) - (z — z2)
b) P =19 - +y - +
VP =00 ) o — ) TV T = w0) - (@1 — w2)

(x —20) - (x — 1)
(w2 — @o) - (w2 — 1)

Y2 -

Escolhe-se 03 pontos consecutivos e coloca-se, se possivel, o valor a ser interpolado © = 1.25 entre [xo, x1] (mais préximo
possivel):

1 Xq Yi

0| 115 | 147
1| 145 | 156
2175 | 274

(125 —1.45) - (1.25 = 1.75) .« (1.25 — 1.15)  (1.25 — 1.75)

(1.15 — 1.45) - (1.15 — 1.75) (1.45 — 1.15) * (1.45 — 1.75)
(1.25 — 1.15) - (1.25 — 1.45) _ . o

(1.75 — 1.15) - (1.75 — 1.45)

(x—z1) - (x —x2) - (x — x3)
o) Fs(z) = wo (zo — 1) - (W0 — 22) - (W0 — 3)
(x — o) (x —x2) - (x — x3)
(z1— o) - (z1 — x2) - (21 — 23)
(x—xmo)  (x— 1) - (x — x3)
(T2 —x0) - (2 — 21) - (T2 — 23)
(x—xmo) (x — 1) - (x — x2)
(z3 —20) - (T3 — 1) - (¥3 — 72)

P5(1.25) = 14.7 -

. 274

+

Y1

Y2 - +

Ys -

Escolhe-se 04 pontos consecutivos e coloca-se, se possivel, o valor a ser interpolado x = 1.25 entre [axo7 :rl] (mais proximo
possivel):

7 Zi Yi

01085 | 11.1
1| 115 | 14.7
2145 | 156
3| 175 | 274

(1.25 — 1.15) - (1.25 — 1.45) - (1.25 — 1.75)

Py(z) =11.1-
8(@) (0.85 — 1.15) - (0.85 — 1.45) - (0.85 — 1.75)

(1.25 — 0.85) - (1.25 — 1.45) - (1.25 — 1.75)
14.7 -
(1.15 — 0.85) - (1.15 — 1.45) - (1.15 — 1.75)
(1.25 — 0.85) - (1.25 — 1.15) - (1.25 — 1.75)
15.6 -
(1.45 — 0.85) - (1.45 — 1.15) - (1.45 — 1.75)
o7 4. (125 —085) - (1.25 ~ 1.15) - (1.25 — 1.45) _

1.75—0.85) - (1.75 — 1.15) - (1.75 — 1.45)

4.6.1 Polinomio de Lagrange - Formula Ninja

Seré apresentado agora um esquema prético para calcular o valor do polindmio de interpola¢do num ponto (ndo tabelado) de um
forma mais econdmica.

Consideremos a férmula de Lagrange, (4.6), e a férmula dos L;(x), (4.7). Definindo:
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Prod; = (x — xo)(z — 1) -+ (x — ), ,

Prodi; = (z; — xo)(xs — 1) -+ (i — @iz1) - (@ — Tig1) -+ (i — ), i =0---m,
Difi =(x —z;),i=0---n.

pode-se escrever:

Prod,
onde: Prod; é a derivada de Prod, avaliadaem x = x;.
Assim, a féormula de Lagrange pode ser escrita como:
_ ~_ v
P,(z) = Prod, ; rod. DF,
se reduz a
Yo Y1 Yn
P, = Prod; - - e — ), 4.10
() = Pro (Prodo Dify T Prody Difi T Prod,, .szn) (4.10)

Temos abaixo a complexidade da interpolagéio de Lagrange - Férmula Ninja, para um p, (x) com relagdo ao nimero de operagdes:

Operagdes Complexidade
Adigoes n?+2n+1
Multiplicacdes | n? +2n +1
Divisdes n+1
Total 2n® +5n+3

Detalhe do célculo de complexidade (calcula-se II e depois executa-se o somatdrio):
Adicdes:
@ sdo (n + 1) adigdes (diferengas = Dif;) para Prody;
@ sdo n adigdes (diferencas) para cada Prod;, o que dd total (n + 1) - n adi¢des (diferengas) nos célculos para Prod;;
o Total de adiges: (n +1)+ (n+1)-n=n%+2n+1
Multiplicagdes:
@ sdo n multiplicag¢des para Prod,;
o segue-se mais (n — 1) multiplicagdes para cada Prod;, o que d4 total (n — 1) - (n + 1) = n? — 1 multiplicagdes nos célculos
para os Prod;;
o tem-se (n + 1) multiplicacdes de Dif; - Prod;;
@ uma tltima multiplicagdo Prodg - Y
o Total de multiplicagdes: n+ (n> —1) + (n+1) +1=n*+2n+1

Divisoes:
Yi

o é1 divisao para cada um dos —————;
P Prod,; - Dif;

o Total de divisoes: n + 1
Exemplo 4.6

A tabela abaixo mostra valores de x (varidvel independente) e y (varidvel dependente):

X y
025 | 43
0.55 | 6.9
0.85 | 11.1
1.15 | 147
145 | 15.6
1.75 | 274

Calcule:

a) y(0.75) utilizando o polindmio de Lagrange - Férmula Ninja, de segundo grau;

90



4.6 Polindmio Interpolador de Lagrange

b) y(0.75) utilizando o polindmio de Lagrange - Férmula Ninja, de terceiro grau.

Solucao

a) Py(z) = Prody - < Yo Y1

+ ER
Prody - Dify =~ Prody - Dify, = Prods - Dif,

Escolhe-se 03 pontos consecutivos e coloca-se, se possivel, o valor a ser interpolado © = 0.75 entre [xo, x1] (mais préximo

possivel):
7 xX; Yi
01055 | 69
11085 | 11.1
2| 115 | 147

Tabela de calculos:

0 =0.55 | 1 =0.85 | z2 =1.15 II
x=0.75 0.20 —0.10 —0.40 0.008
zo = 0.55 - —0.30 —0.60 0.18
x1 =0.85 0.30 - -0.30 -0.09
x2 = 1.15 0.60 0.30 - 0.18
Calculo da interpolagao:
11.1

P»(0.75) = 0.008 - (

b) P3(Q?) = P’I"Odw . (

Escolhe-se 04 pontos consecutivos e coloca-se, se possivel, o valor a ser interpolado x = 0.75 entre [xo, x1] (mais préximo

14.7

Y2

6.9
(0.18) - (0.20)

Yo

+ (Z0.09) - (—0.10)

Y1

Y3

Prod, - Dif, + Prods - Dif;

possivel):
7 xX; Yi
01055 | 69
11085 | 11.1
2| 115 | 147
3| 145 | 156

Tabela de calculos:

Prody - Dif, + Prod; - Dif, +

* (0.18) - (—0.40

)):9.8

2o =055 | 1 =085 | 22 =1.15 | z3 =1.45 II
xz=0.75 0.20 -0.10 -0.40 -0.70 -0.0056
zo = 0.55 - -0.30 -0.60 -0.90 -0.162
z1 = 0.85 0.30 - -0.30 -0.60 0.054
zo = 1.15 0.60 0.30 - -0.30 -0.054
r3 = 1.45 0.90 0.60 0.30 - 0.162
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Calculo da interpolagdo:

6.9 11.1
P5(0.75) = ~0.0056 - ((—0.162) (0.20) T (0.054) - (—0.10) "
15.

14.7 ) —97

(Z0.054) - (—0.40) T (0.162) - (—0.70)

4.7 Polinomio de Newton

O polindmio de Newton (nome é devido ao fisico Isaac Newton), ¢ um polindmio interpolador para um dado conjunto de pontos.
Os coeficientes do polindmio s@o calculados através de diferencas divididas.

A formula ascendente de Newton é obtida de um polindmio que tem a forma abaixo

Pﬂ(x) :d0+($—x0)d1 +($—$0)($—1’1)d2—‘,—-~~+

4.11)
4+ (x—z0)(x—x1) - (x — Tp—1)dn

Este polindmio aproxima uma fun¢@o desconhecida y = f(x), no intervalo (zo, x» ), com gréafico passando pelos (n + 1) pares
de coordenadas. Os coeficientes do, d1,ds,- - , dy sd0 determinados ao se substituir os valores dos pontos na Eq. (4.11), isto &,

estabelecendo-se que para = o, 1, - ,Zn, Po(z) éigual a * = yo,y1, - ,Yn, respectivamente. Obtém-se um sistema de
equagdes algébricas

P, (zo) = yo = do
Pp(z1) =y =do + (x1 — x0)ds
Pu(x2) = y2 = do + (z2 — x0)d1 + (z2 — x0) (z2 — z1)d2

(4.12)
Po(xn) =yn =do + (&n —x0)d1 + (Tn — x0)(Xn —x1)d2 + -+ - +
+ (zn —z0)(@n — 1) -+ (T — Tn—1)dn
As equacdes (4.12)acima formam um sistema triangular, que pode ser resolvido por substitui¢des sucessivas.
A férmula do polindmio de Newton dada através de diferencas divididas é:
Pu(z) = yo + (z — 20) dyo + (¢ — z0)(z — 21)&yo + -~ + (4.13)
+ (2~ 20)(@ — 21) - (2 — T0e1) B'yo
ou
n fi-1
Pu(z)=y0+ Y (H(x - xj)) ANyo (4.14)
i=1 \j=0

Onde ANy representa a diferenca dividida de i—ésima ordem 0.

4.7.1 Operador de diferenca dividida

Sejam os pontos (z;, yi), ¢ = 0,1,2,--- ,n. O operador de diferenca dividida A é definido como sendo
o ordem 0: Ay; = y;

Ny — Ny, i+1 — Yi
o ordem 1: Aly; = =Y+1 Yi _ Y1 7Y

Tit1 — Ts Ti+1 — T
Nyigr — Ny, Ay — Ay
o ordem 2: Ay; = Yix yi - DY Yi
Tiy2 — T4 Tiy2 — T
An—l il — An—l X
o ordem n: AN'y; = it Yi
Li4n — Tq

4.7.2 Complexidade da interpolacao de Newton

O polindmio de Newton (4.14) pode ser avaliado usando o método de Horner usando a forma seguinte

Pu(z) = (- (&'yo(x — zn_1) + A" 'yo)(x — xn_2) + - - + Ayo) (4.15)
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4.7 Polindbmio de Newton

Segue abaixo a complexidade da interpolacido de Newton para um polindmio de grau n com relacio ao nimero de operacdes:

Operacdes Complexidade
Adicdes n® + 3n
Multiplicag¢des n
2
Divisdes notn
3n°  9n
Total — 4+ —
otal 2 + 2

Detalhe do célculo de complexidade (calcula-se a tabela de diferencas divididas e depois executa-se 0 somatdrio):
Adigoes:
_ .n(n+1) 2 . . . . . - .
@ 530 2——— = n” 4 n adigdes (diferencas) na tabela de diferengas divididas, mais n adi¢des e n adi¢des (diferencas) no
método de Horner;
o Total de adigdes: n® +n+n+n=n?+3n
Divisdes: )
M na tabela de diferencas divididas;

n2—|—n

o Total de divisdes:
Multiplicagdes:
@ sdo n multiplica¢des no método de Horner;
o Total de multiplicagdes: n
Exemplo 4.7

A tabela abaixo mostra valores de x (varidvel independente) e y (varidvel dependente):

X y
0.25 | 43
0.55 | 6.9
0.85 | 11.1
1.15 | 14.7
145 | 15.6
1.75 | 274

Calcule:

a) y(0.75) utilizando o polindmio de Newton de segundo grau;
b) y(0.75) utilizando o polindmio de Newton de terceiro grau.

Solucio
a) Py(z) = yo + (z — x0) Ayo + (x — zo)(z — xl)Afyo

Escolhe-se 03 pontos consecutivos e coloca-se, se possivel, o valor a ser interpolado x = 0.75 entre [xo, wl] (mais proximo

possivel):
i xX; Yi
01055 | 69
11085 | 111
2| 115 | 147
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4.7 Polindbmio de Newton

Tabela de calculos da Diferengas Divididas:

1 T Yi Ayo Ay
IT1.T-6.9 12 -14

0105 )| 69 | ———— =14 | —— = —-3.33333
(1)4857) — (1).15? 1.15 — 0.55

11085 | 111 | ———"2 =12
1.15 —0.85

2| 1.15 | 14.7

Calculos de diferencas/produtos: (Opcional)
(x=10.75) | o =0.55 | 1 =0.85
(z — ) 0.20 -0.10
[[@-= 0.20 -0.02
j=0

Calculo da interpolagao:
P»(0.75) = 6.9 + (0.75 — 0.55) - 14 + (0.75 — 0.55)(0.75 — 0.85) - (—3.33)

P»(0.75) = 6.9+ (0.20) - 14 + (—0.02) - (—3.33) = 9.8
b) P3(z) = yo + (z — o) Ayo + (x — z0)(x — 21) &0 + (z — z0)(z — z1)(z — z2) Kyo
Escolhe-se 04 pontos consecutivos e coloca-se, se possivel, o valor a ser interpolado © = 0.75 entre [xo, x1] (mais préximo

possivel):
7 xX; Yi
0105 | 69
11085 | 11.1
2| 115 | 147
3| 145 | 156

Tabela de calculos da Diferengas Divididas:

7 xX; Yi Aly() Ale() Alsy()
I11-69 12-14 15 — (—3.33333)
01055 69 (1)48; — (1)15? 1.15 g Ofi% 333333 1.45 — 0.55 9630
11085 | 11.1 711%56_ 01257: 12 115085 —15
2| 115 | 147 TAE 115 =
3| 145 | 156
Calculos de diferencas/produtos:(Opcional)
(x=0.75) | g =055 | 21 =0.85 | 29 =1.15
(x — x;) 0.20 -0.10 -0.40
i
[ - =) 0.20 -0.02 0.008
§=0

Calculo da interpolagdo:

P3(0.75) = 6.9+ (0.75 — 0.55) - 14 + (0.75 — 0.55)(0.75 — 0.85) - (—3.33) + (0.75 — 0.55)(0.75 — 0.85)(0.75 —
1.15) - (—12.96)

P3(0.75) = 6.9 + (0.20) - 14 + (—0.02) - (—3.33) + (0.008) - (—12.96) = 9.7
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4.8 Polindmio de Gregory-Newton

4.8 Polinomio de Gregory-Newton

Quando se conhece yo, y1, Y2, - , Yn, que correspondentes aos (n + 1) valores igualmente espagados das abscissas, a formula
de Newton pode ser simplificada, resultando na formula de Gregory-Newton. Portanto, o polindmio de Gregory-Newton é um caso
particular do polindmio de Newton para pontos igualmente espacados.

Usando a notagdo de diferencas finita ascendente com o operador A, obtém-se a férmula do polindmio de Gregory-Newton de

grau n
1 1) [z—=(n—-1
Pu(2) = yo+ 1 Ayo + 7’2(3 ) pyy 4 222D 5 (= D ny, (4.16)
ou
i—1
N RIEEY)
s .
Pu(@)=yo+ Y | Aw (4.17)
=1
onde Alyq representa a diferenca dividida 0 de i—ésima ordem, Alyo = yo = P, (z0) e utilizou-se a varidvel auxiliar z = tho,
sendo x;+1 — x; = h, Vi.
4.8.1 Operador de diferenca dividida
Sejam os pontos (z;, ;) , ¢ = 0,1,2,--+ ,n, sendo ;11 — z; = h, Vi. O operador diferenca finita ascendente A é definido
como sendo
o ordem O: Aoyi =y
o ordem 1: Alyi = Aoyi+1 — Aoyi = Yit1 — Yi
o ordem 2: A2y¢ = Alyi+1 — Alyi = Ay¢+1 — Ayz
o ordemn: A'y; = Ay — AV Ny
4.8.2 Complexidade da interpolacao de Gregory-Newton
O polindmio de Gregory-Newton (4.16) pode ser avaliado usando o método de Horner usando a forma seguinte
n (z—m+1 e z—n—+2
Po(x) = (((--- (& yog + N 1y0)¥ 4+
n—1 (4.18)

+A2y0)@ + Ay@@ + o)

Tem-se abaixo a complexidade da interpolacdo de Gregory-Newton para um polindmio de grau n com relagdo ao nimero de

operagoes:
Operagdes Complexidade
. . I 7
Adigoes 5712 + §n +2
Multiplicacoes n
Divisdes n+1
2
n 11n
Total — 4+ —+3
ota 2 + 2 +

95



4.8 Polindmio de Gregory-Newton

Exemplo 4.8

A tabela abaixo mostra valores de x (varidvel independente) e y (varidvel dependente):

X
0.25
0.55
0.85
1.15
1.45
1.75

Calcule:

4.3
6.9
11.1
14.7
15.6
274

a) y(1.25) utilizando o polindmio de Gregory-Newton de segundo grau;

b) y(1.25) utilizando o polindmio de Gregory-Newton de terceiro grau.

Solugdo

-1
a) P2(2) = yo + % - Ayo + @Nyo

2

Escolhe-se 03 pontos consecutivos e coloca-se, se possivel, o valor a ser interpolado z = 1.25 entre [xo, x1] (mais préximo

possivel):
7 xX; Yi
0| 1.15 | 147
1| 145 ]| 15.6
2| 175 | 274

Tabela de calculos da Diferencas Finitas:

i Y Ayo Nyo

0| 147 | 15,6 —14.7=0.90 | 11.8 — 0.9 =10.90
1| 156 | 274—-15.6=11.8 —

2| 274 — —

Calculo da interpolagdo:

15

h = 0.30;

xr = 1.25;

xo = 1.15;
1.25 -1

T 7030
entao

P5(0.33) = 14.7 + (0.33) - 0.90 + (0.33)(0.33 — 1)
P5(0.33) = 13.8 = y(1.25)

= 0.33333333;

- (10.90) = 13.8
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4.8 Polindmio de Gregory-Newton

-1 -1 -2
b) P3(z) =yo+%~Ayo+%A2yo+%A3yo

Escolhe-se 04 pontos consecutivos e coloca-se, se possivel, o valor a ser interpolado = 1.25 entre [xo, x1] (mais préximo
possivel):

7 xX; Yi

0] 085 | 11.1
1| 1.15 | 147
2| 145 | 15.6
3175 | 274

Tabela de calculos da Diferengas Finitas:
Yi Ayo Nlyo Nyo
11.1 | 147-11.1=36 | 09—-3.6=—-2.7 | 10.9—(—2.7) =13.6
147 | 156—-14.7=09 | 11.8—-0.9=10.9 —
156 | 27.4—-15.6 =11.8 — -
27.4 — — —

[OSH N NS I el BN

Calculo da interpolagao:

h = 0.30;
x = 1.25;
0 =085 85

— e Y .
z : 030 33333333;
entao

1.33)(1.33 — 1)

P5(1.33) = 11.1 + (1.33) - 3.6 + ( 5 (=2.7)+

(1.33)(1.33 — 1)(1.33 — 2)
2

- (13.6)

P3(1.33) = 14.6 = y(1.25)

4.8.3 Erro de Interpolacao

Se f(x) é n + 1 vezes continuamente diferencidvel em um intervalo fechado [a, b] e p,(z) é um polindmio de grau no méximo
n que interpola f(z) em n + 1 pontos distintos {(x;,¥:), 0 < ¢ < n} nesse intervalo, entéo para cada z no intervalo existe £ nesse
intervalo tal que

f(n+1) n

£(@) = pn(e) = Hw—xz

O limite de erro acima sugere a escolha dos pontos de interpolagdo xz; de forma que o produto ‘H(x — x;)|, é o menor possivel.

Os nés Chebyshev obtém isso.
Para intervalos igualmente espacados No caso dos valores de interpolacao igualmente espacados na varidvel independente, onde

bh—
zi=a+i-h,Vi={0,1,...,n} eonde h = a! o limite de erro pode ser dado como

hn+1

17@) = pal@)] < gy me |7

No entanto, foi assumido que £+ (¢) é dominado por A", ou seja, f" TV (€) - A" « 1. Acontece casos o erro aumenta 2
medida que n — oo (fendmeno de Runge).

Isto é utilizado para encontrar limites de erros quando se usa polinomios para aproximagdo de fungoes.
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Capitulo Execicios

= Capitulo Execicios <>

. A tabela abaixo mostra valores de f(z) = z+/z :

X f(x)
2 2.83
2.5 | 3.95
32| 572
39 | 7.70
4.1 8.30
5.0 | 11.18
Calcule:

a) f(3.5) utilizando o polindmio de Lagrange de primeiro grau;
b) f(4.0) utilizando o polindmio de Lagrange de segundo grau;
¢) f(3.0) utilizando o polindmio de Lagrange de terceiro grau.

. A tabela abaixo mostra valores de f(z) = z\/x :

X f(x)

2 2.83
25 | 395
32 | 572
39 | 7.70
4.1 | 8.30
50 | 11.18

Calcule:

a) f(3.0) utilizando o polindmio de Lagrange com a Férmula-Ninja de primeiro grau;
b) £(3.5) utilizando o polindmio de Lagrange com a Férmula-Ninja de segundo grau;
¢) f(4.0) utilizando o polindmio de Lagrange com a Férmula-Ninja de terceiro grau.

Dada a tabela abaixo :

X f(x)
2 2.83
25 | 395
30 | 572
35| 7.70
4.0 | 8.30
45 | 11.18
Calcule:

a) f(2.3) utilizando o polindmio de Newton de primeiro grau;
b) £(2.7) utilizando o polindmio de Newton de segundo grau;
¢) f(3.7) utilizando o polindmio de Newton de terceiro grau.

Dada a tabela abaixo :
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Capitulo

Ex

(¢
o

—

cios

2.5
3.0
35
4.0
4.5

Calcule:

a) f(2.3) utilizando o polindmio de Gregory-Newton de primeiro grau;
b) £(2.7) utilizando o polindmio de Gregory-Newton de segundo grau;

¢) (3.7) utilizando o polindmio de Gregory-Newton de terceiro grau.

f(x)
4.83

5.95
7.72
9.70
12.30

15.18
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Capitulo - Integracao

A integral definida

b
I= / f(x)dx = F(a) — F(b) = nimero, onde dF (x) = f(z)

Os métodos numéricos que serdo apresentados para calcular aproximagdes da integral definida serdo férmulas de integracdo do
tipo:

k
I :Zai'f(wi)

também designadas féormulas de quadratura. Os pontos g = a < Z1... < &, = b sd0 os nds de integragio e 0s pesos ag, - - - , An SA0
coeficientes a determinar e independem da fun¢do f(x).
No ramo matematico da andlise real, a integral de Riemann define de forma rigorosa uma integral de uma fucdo definida em um

intervalo. Encontra-se a area exata sobre a curva,
b n
I= / f(@)dz = lim > f(z)Ax
a n— oo i—1

sob as seguintes condi¢des
1. f(x) é continua no intervalo|a, b];
2. ointervalo [a, b] € dividido em n sub-intervalos de larguras iguais a
b—a
Ax = ;

n
3. o extremos destes intervalos sao os nés de integracdo zo = a < z1... < T, = b;

4. xg,x1,- -, x sdo qualquer ponto amostal nestes sub-intervalos.
Se o limite acima existe, funcdo f(z) é dita ser Riemann integravel no intervalo fechado [a,b] e a integral definida exite. Observe
que os pontos amostrais x; podem ser qualquer ponto amostral no i-ésimo sub-intervalo, isto inclui os pesos das formulas de quadraturas

que estdo associadas a soma de Riemann.

A

y

f(a)=yof......

a=Xg b=x,

Figura 5.1: Aproximacdo de uma area por um trapézio.



5.1 Regra dos Trapézios

5.1 Regra dos Trapézios

A Regra dos Trapézios é um método muito simples de aproximar uma integral definida através da drea sob uma curva aproximada
por uma série de trapézios. A figura 5.1 a apresenta o caso de um intervalo

10 =S @+ 50 = S ot u), h=b-a.

Claramente comete-se um erro apreciavel e para melhorar a exatiddo da aproximagdo pode-se dividir a drea e aproxima-la por
n trapézios. Teoricamente, usando-se um nimero infinito de trapézios, teremos a o valor da integral exata, mas a propagagdo gera
problemas e a partir de um dado niimero de subdivisdes o erro de amostragem faz o erro aumentar.

Para usar a regra dos trapézios divide-se o intervalo [a, b] em n partes iguais, como mostra a figura 5.2. O i-ésimo trapézios fica

entre [z;—1,%;], ¢ =1---n combase h = — a’ altura do lado esquerdo y;—1 = f(zi—1), e a altura do lado direito é y; = f(z;—).

Portanto a i-ésima area é,

() = 2 (s +30)

A drea total dos n trapézios, denotada como I7(n), ou simplesmente I7:

IT(’I’L) :IT(1)+IT(2)+---+IT(’I7,71)+IT(T7,)
h h h
=sWo+y)+ 5 Wity)+ o+ 5 (Yno1+Yn)

2 2 2
Entdo,
h
Ir = 5(y0+2y1+2y2+---+2yn71 +yn)
A
y=f(x)
:EITH]] ;Iﬂ_u Iz : Iy I-r|n_|::
h h i h h i
............................................. —»
Xo X; Xz Xy X, X1 ¥y
Figura 5.2: Aproximacdo de uma area por n trapézios.
Exemplo 5.1

Dado que [’ 51 e“dx = e3> — e~ ': a) Estimar o valor de usando 2, 4 e 8 sub-intervalos através da Regra dos Trapézios; b) Calcule

os erros absoluto e relativo dos valores estimados.

Solucao
a)n=2
h
Ir = 3 (yo + 2y1 + y2)

a=—1, b=4, h:b—a:3—7—1)

n
xi=a+i-h, i=0---2 f(zx)=¢€"

Tabela 5.1: Calculos dos valores
Ty yi = f(xp)
-l1=a 0.368

1 2.718
n|3=b 20.086

1
0
1
2=




5.2 1* Regra de Simpson

It = % (0.368 + 2 - 2.718 + 20.086) = 25.890

n=
h
It = = (yo + 2y1 + 2y2 + 2y3 + ya)

5
a=—1,b=4, h=t=2_3-CD_,
4-:(/'
=e

n
zi=a+1i-h, i=0---4 f(z)

Tabela 5.2: Calculos dos valores

i v |y = fla)
0 -l1=a 0.368

1 0 1

2 1 2.718

3 2 7.389

4=n | 3=D 20.086

1
It = B} (0.3684+2-1+2-2.718 4 2 - 7.389 + 20.086) = 21.334

n=
h
It = = (yo + 2y1 + 2y2 + 2y3 + 2ys + 2ys + 2ys + 2y7 + ys)

2
o= 1 b=da p=tz0_3-(1
8
€

n
xi=a+i-h, i=0---8 f(z)=¢€"

=0.5

Tabela 5.3: Calculos dos valores

i v |y = flap)

0 -l=a 0.368

1 -0.5 0.606

2 0 1

3 0.5 1.649

4 1 2.718

5 1.5 4.482

6 2 7.389

7 2.5 12.182
8=n | 3=Db 20.086

IT:j(0.368+2«0.606+2'1+2'1.649+2‘2.718+2«4.482

2
+2-7.389 +2-12.182 4 20.086) = 20.126

b)
3
I= / e“dr = > — e™' =19.71765748
-1

Erro Absoluto: EA = |It — I|
Erro Relativo( % ): ER(%) = E—IA -100 %
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5.2 1* Regra de Simpson

Tabela 5.4: Cdlculos dos erros para Regra dos Trapézios (I = 19.718)

2 | 25890 | 6.172 | 23.83
4 | 21.334 | 1.616 7.57
8 | 20.126 | 0.408 2.03

5.2 1% Regra de Simpson

A regra dos trapézios aproxima a curva a ser integrada por n segmentos de reta como mostram as figuras 5.1 e 5.2. Na 1°
Regra de Simpson a curva € aproximada por uma série de pardbolas para aproximar a curva f(x). A figura 5.3 mostra a pardbola
y(z) = ax® + bz + ceacurva f(x). Os pontos o = a, T2 = be x; =

pontos que tém coordenadas (xo, Yo ), (1, y1)e(x2, y2).

(a + b)/2 definem a tinica pardbola que passa pelos trés

A figura 5.3 a apresenta o caso de uma pardbola com 2 intervalos iguais h = g a
h
Is = 3 (yo + 4y1 +y2)
A
h - >
Xo Xy X3 X

Figura 5.3: Aproximacdo de uma area por parabola.

Para melhorar a exatidao da aproximagdo pode-se dividir a drea e aproximd-la por n pardbolas. Como na regra dos trapézios,
teoricamente, usando-se um nuimero infinito de pardbolas, teremos a o valor da integral exata, mas a propagacdo gera problemas e
a partir de um dado nimero de subdivisdes o erro de amostragem faz o erro aumentar. Para usar a 1® regra de Simpson divide-

se o intervalo [a,b] em um nimero par de n partes iguais, como mostra a figura 5.4. A i-ésimo pardbola passa pelos pontos
b—a

(zi—2,Yi—2), (Ti=1,Yi-1), € (zi,yi), = 2,4, --n (um nimero par), com h = ey; = f(x;). Portanto a i-ésima drea é,

h
(Is), = 3 (Yi—2 +4yi—1 +vs) .

A drea total das n/2 pardbolas (n, niimero par de intervalos), denotada como Is(n), ou simplesmente Is:
Is(n) :Is(l)+ls(2)—|—-~~+fg(n/2—1)—|—Is('n,/2)
h

h h
:g(yo+4y1+y2)+g(y2+4y3+y4)+~-~+g(ynfz+4yn71 + Yn)
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5.2 1* Regra de Simpson

A
y=f(x)

Figura 5.4: Aproximagdo de uma 4rea por n pardbolas.

Entao,

h
Is(n) = (yo +4y1 +2y2 +4ys + - - + 4yn—1 + yn)

3
Exemplo 5.2

. Dado que ffl e“dr = e3> — e~ *: a) Estimar o valor de usando 2, 4 e 8 sub-intervalos através da 1* Regra de Simpson; b)

Calcule os erros absoluto e relativo dos valores estimados.

Solugdo:
a)
n=2
h
Is = 3 (yo +4y1 + y2)

a=—1,b=4, p—t=a_3=C1

n
xi=a+i-h, i=0---2, f(x) =¢€"

Tabela 5.5: Célculos dos valores

i o[y yi = f(z)
0 -1=a 0.368
1 1 2.718
2=n|3=b 20.086
Is = % (0.368 + 4 - 2.718 4 20.086) = 20.884
=
Is = 3 (yo + 4y1 + 2y2 + 4ys + ya)

a1, b=a, h=tzo_3=CD_4
4(1/‘
=e

n
zi=a+i-h, 1=0---4, f(z)

Tabela 5.6: Calculos dos valores

i v | v = flz)
0 -l=a 0.368

1 0 1

2 1 2.718

3 2 7.389

4=n | 3=Db 20.086

1
Is = 3 (0.3684+4-1+2-2.718 + 4 - 7.389 + 20.086) = 19.815
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5.3 Quadratura de Newton-Cotes com Erros

n=
h
Is = = (yo + 4y1 + 2y2 + 4ys + 2ya + 4ys + 2ys + dy7 + ys)

3
a1 b=da p=bz0_3-(1

8

(&

n
ri=a+i-h, 1=0---8, f(z) =e"

=0.5

Tabela 5.7: Calculos dos valores

i v | ¥ = flrg)
0 -l=a 0.368
1 -0.5 0.606
2 0 1
3 0.5 1.649
4 1 2.718
5 1.5 4.482
6 2 7.389
7 2.5 12.182
8=n | 3=Db 20.086
Is = % (0.368 +4-0.606+2-1+4-1.649+2-2.718 + 4 -4.482

+2-7.389 + 4 -12.182 4+ 20.086) = 19.724

b)
3
I= / e“dr = e> —e” 1 =19.71765748

-1
Erro Absoluto: EA = |Is — I

EA
Erro Relativo( % ): ER(%) = - 100 %

Tabela 5.8: Célculos dos erros para 1* Regra de Simpson ( I = 19.718)

n IS EA ER(%)
220884 | 1.116 591
4 | 19.815 | 0.097 0.49
8 | 19.724 | 0.006 | 0.030

5.3 Quadratura de Newton-Cotes com Erros

As férmulas de Newton-Cotes, também chamadas de Quadratura de Newton-Cotes, ou Regras de Newton-Cotes, sdo um grupo
de férmulas para integragdo numérica obtidas usando aproximacdo de f(z) ~ P, (x) em pontos equidistantes no intervalo [a, b].

As férmulas de Newton-Cotes podem ser tteis se o valor do integrante, em pontos igualmente espagados, é fornecido. Se for
possivel calcular f(x), entdo outros métodos, como Quadratura Gaussiana e Quadratura de Clenshaw-Curtis sdo geralmente utilizados.

Assume-se que o valor da fungdo f(x), definida entre [a, b] é calculdvel em pontos z; entre ¢ = 0, - - - , n igualmente espagados,
onde o < 1 < -+ < zn € [a,b]. Existem dois tipos de Férmulas Newton-Cotes, as “fechadas”quando zo = aex, = b, e as

“abertas”quando zo > aex, <b.

5.3.1 Férmulas fechadas
Assumindo que f(x) é tem n + 1 derivadas temos a aproximag@o por interpola¢do
f(z) = Ppo(z) + Erron(x)
onde

£ <

Erroy(z) = (z — mo)(x — x1) -+ (z — xn) (n+ 1)’
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5.3 Quadratura de Newton-Cotes com Erros

Entao - -
/ f(x)dx ~ / P, (x)dx
o xQ
e 0 erro N
/ Erro,(z)dz
o
Do polindmio interpolador de Gregory-Newton dado por
z z-(z—1
Pu(z) =90+ FAyO + %Azyo + -

2 (z=1)--(z—[n—1))

+ |
n:

An Yo

X — X0
h=a; —xi—1, t = 1---n,(sd0 pontos equidistantes).

e do erro de interpolacdo na varidvel z

Erron(z) = A 1)('(271_—&-21).!‘ L2 h(n+1)f(n+l)(f): 0 << T

Entao

_ "2z-1)(z-2)---(2—n) (n+1) p(n+1)
Erro,(x) = h/o CES h f (§)d=
para algum ponto £ € [a, b].

Regra dos Trapézios com Erro

Com um intervalo (n = 1)

=zq

b= h h?
[ i@ = Lot - 5@, s—a<e<a =

e com n subintervalos

b=an h (b—a),2
/ f(m)da::5(y0+2y1+2y2+---+2yn—1 +y")_Th (8,
a=xzq

zo=a< &< xp=h.

1 Regra de Simpson com Erro

Com uma parabola (n = 2)

b=xo h h5 v
fl@)de = 3 (yo +4y1 +42) — 55 f7(€), z0o=a<E<a2=0

=zq

e com n pardbolas

b=x

n h b

/ F@)de = 3 (yo +dys +2y2 + dys + -+ dyn1 +yn) - t-a) 180a) RV (),
a=zq

ro=a<{<xp=0>

5.3.2 Limitante superior para o erro

Regra dos Trapézios

Com um intervalo (n = 1)

3

h
|Erroi| < Eméx f”(ac)|, zo=a<z<z1=0
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5.3 Quadratura de Newton-Cotes com Erros

e com n subintervalos 5

h
|Erroy| < nﬁméx|f”(m‘)\, zo=a<z<z1=0b

ou
2

|Erron| < (b— a)%méx (@), zo=a<z<z1=0b

1 Regra de Simpson

Com uma pardbola (n = 2)

=

|Erros| < %méx V@), zo=a<z<z1=>

e com n (um ndmero par) pardbolas

5

|Erro,| < nlig—oméx V@), vo=a<z<zi=b

ou
h4
|Erron| < (b— a)@méx V@), zo=a<z<z1=b
Exemplo 5.3
Calcule limitante superior das aproximacdes calculadas pela regra dos trapézios no exemploS.1.
N
|Erroy| < nﬁmax|f (@), zo=a<z<z1=0b
23
|Erros| < 2- (ﬁ) -20.086 = 26.78
13
|Erros] <4 - <ﬁ> -20.086 = 6.69
0.5%
|Errog| < 8- Tz -20.086 = 1.67
Observa-se que os erros absolutos na tabela ?? estdo dentro dos limites calculados acima.
Exemplo 5.4
Calcule limitante superior das aproximagdes calculadas pela 1 Regra de Simpson no exemplo 5.2.
R v
|Erron| < 1 gpMax @), vo=a<z<z1=0
25
E < (=) -20.086 =7.14
|Erros| < ( 5 O)
15
E <4-|-—)-20. =04
|Erros| < (180) 0.086 = 0.45
|Erros] < 8- 0—55 -20.086 = 0.11
o= 180 R
Observa-se que os erros absolutos na tabela ?? estdo dentro dos limites calculados acima.
Exemplo 5.5

Determinar o nimero de intervalos que é necessdrio dividir o intervalo de integrac@o para obter com trés casas decimais corretas

3
/ e“dx
-1

pelas: a) Regra dos Trapézios; b) 1 Regra de Simpson.

Solucio

a) Namero de intervalos para Regra dos Trapézios

2
|\Erron] < (b— a)%max|f”(x)l, 1<z<3
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5.3 Quadratura de Newton-Cotes com Erros

' (x) = e®, entdo max|f" (x)| = ¢* = 20.086, —1 <2 <3

2

4 x ’1L2 X 20.086 < 0.5 x 10°% - h? < 0.0000747 - h < 0.00864

b—a 4

— = =4
h 0.00864 "

n —=
b) Nimero de intervalos para 1* Regra de Simpson

4

|Erron| < (b— a)h—ma'x

11V
—1<x<
g @), ~1<w <3

" (x) = €%, entio max|f" (z)] = € = 20.086, —1 <z <3

4

4 x %O x 20.086 < 0.5 x 107 - ' < 0.001120 . h < 0.1829

b—a 4

h 0.1829

~
~

5.3.3 Estimativa da Precisao determinada na pratica

A determinagao do resultado de uma integral na precisao desejada pode ser obtida usando um procedimento utilizado na prética.

Aumenta-se o nimero de sub-intervalos, fazendo h — 0 ou n — oo, e comparando-se os resultados,

[In—In| <€, n>m

ou
U = Im|
I,

O procedimento adotado em célculos préticos consiste em diminuir h e comparar o resultado assumido ser mais preciso com outro de

<€ nm>m

menor precisio até que um valor pré-fixado € atingido.
Exemplo 5.6

Calcule [ 3’1 e”dx usando a 1* Regra de Simpson com erro estimado menor que 0.01.
Solucao

Dos exemplos acima

Is(2) = 20.884
Is(4) = 19.815

Entdo |Is(4) — Is(2)] = |19.815 — 20.884| = 1.069 continuar,
I5(8) = 19.724

Entao |Is(8) — Is(4)| = |19.724 — 19.815| = 0.091 continuar,
Is(16) = 19.718

Entdo |Is(16) — Is(4)| =]19.718 — 19.724| = 0.006 < € = 0.01 parar.

Logo Is = 19.72 £ 0.01.
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Capitulo Execicios

= Capitulo Execicios <>

. Calcule

3 4
x
Ir = d
T /_21+€xx

Usando a Regra dos Trapézios com 8 sub-intervalos.

Calcule 5 .
T
Is = / dx
_o 1+e®
Usando a 1* Regra de Simpson com 4 sub-intervalos.
Faga uma Estimativa da Precisdo determinada na pratica:

Erro = |Ir(questdo 1) — I's(questdo 2)|
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Capitulo - Ajuste de Curvas

O ajuste de curvas acontece o tempo todo através do desenvolvimento do conhecimento de engenharia, devido ao fato de que
muitas vezes temos a capacidade de observar as coisas antes de entendé-las. Assim, o ajuste de curvas quase sempre indica uma solucao
sub-6tima devido a falta de metodologia ou tempo para solucdes mais rigorosos. Mas como projetos de engenharia sdo complexos,
torna-se uma parte regular do pensamento dos engenheiros. A técnica bdsica de ajuste de curvas de minimos quadrados serd abordada.

Falando mais amplamente sobre a questdo do ajuste de curvas € preciso que se entenda que quando as pessoas falam sobre
aprendizado de mdquina e IA, geralmente estdo falando sobre ajuste de curvas. As palavras-chave sdo regressdo, aprendizagem

supervisionada, meta-modelagem.

6.1 O conceito “ajuste de curva”

O ajuste de curva, ou formalmente, aprendizado supervisionado, lida com dados rotulados D = [x1,y1,X2,y2,---]onde x é a
entrada e y a saida (ou o rétulo).

Por exemplo, as entradas podem ser as declaracdes de Putin sobre a Ucrania e as saidas o desempenho do mercado de ag¢des logo
em seguida; ou a composicao do material de entrada e as saidas sua resisténcia a fratura; ou as imagens de entrada da camera e as saidas
de reconhecimento de objetos dentro das imagens; ou as entradas de adubos quimicos e as saidas da taxa de sobrevivéncia das pragas;
ou ... e assim por diante.

Em aplicacdes simples, o ajuste de curvas lida com entradas escalares ou vetoriais e saidas escalares. O objetivo € ajustar uma
curva (para entrada 1D) ou uma superficie (para entrada 2D) ou uma hipersuperficie (para entrada nD) aos dados para que, quando uma
nova entrada for fornecida, possamos encontrar uma previsao precisa da saida correspondente da curva ou superficie ou hipersuperficie.
Muitas vezes a pergunta €: usar uma linha reta para ajustar ou algum tipo de curva? Como decidir? Um conceito importante para
aprender € que a precisio da previsdo de sua curva aumenta quando a curva se ajusta bem aos dados, mas também diminui se sua curva
for muito ondulada. Em outras palavras, vocé deseja encontrar uma curva (por exemplo, uma func¢@o polinomial de um certo grau) que
se ajuste a maioria dos pontos de dados (um ajuste suficiente), mas ndo um superajuste. As diversas metodologias utilizadas para este
fim incluem critérios de informacgao de : Akaike (AIC), Akaike Corrigido (AICc), Bayesiano (BIC) e validagdo cruzada.

Para avaliar as previsoes, hd duas métricas importantes a serem consideradas: variincia e viés.

VARIANCIA

A variagdo é a quantidade pela qual a estimativa da fun¢do de destino muda se dados de treinamento diferentes forem usados. A
funcio alvo f estabelece a relag@o entre as varidveis de entrada (propriedades) e de saida (previsdo). Quando um conjunto de dados
diferente € usado, a funcdo de destino precisa permanecer estdvel com pouca variacdo porque, para qualquer tipo de dado, o modelo
deve ser genérico. Para evitar previsdes falsas, precisamos garantir que a varidncia seja baixa. Por essa razdo, o modelo deve ser

generalizado para aceitar caracteristicas ndo vistas de dados de temperatura e produzir melhores previsdes.

VIES

O viés € a tendéncia do algoritmo de aprender consistentemente a coisa errada por ndo levar em consideraco todas as informagdes
nos dados. Para que o modelo seja preciso, o viés precisa ser baixo. Se houver inconsisténcias no conjunto de dados, como valores
ausentes, menor nimero de tuplas de dados ou erros nos dados de entrada, o viés serd alto e as previsdes erradas.

Exatidao e erro sdo as duas outras métricas importantes. O erro € a diferenga entre o valor real e o valor previsto estimado pelo

modelo. Exatiddo € a fracdo de previsoes certas.

VALIDACAO CRUZADA

Para que um modelo seja considerado bom, espera-se que tenha baixa varidncia, baixo viés e baixo erro. Para conseguir isso,
precisamos particionar o conjunto de dados em conjuntos de dados de treinamento e teste. O modelo aprenderd padrdes do conjunto



6.2 Método dos Minimos Quadrados

Moyl dhy Prgra vk s ke g

rn [ -
4 i i 1 } i L B
(a) Modelo da Regressao (b) Ajuste Ideal
Tady by Talind Rk
= T ™ =]

‘L:- -4
o e, & :

® 1-!
I-?_; * s e
: ;i"' 4*:::-

i ] . 1 L] H ] i ] 4 3 ]
i i

(c) Sub Ajuste (d) Sobre Ajuste
Figura 6.1: Modelo de Regressao e Ajustes Polinomiais.

de dados de treinamento e o desempenho serd avaliado no conjunto de dados de teste. Para reduzir o erro enquanto o modelo estd
aprendendo, utilza-se uma func¢do de erro (funcio objetiva). Se o modelo memorizar/imitar os dados de treinamento alimentados a ele,
em vez de encontrar padrdes, ele fornecerd previsdes falsas sobre dados ndo vistos. A curva derivada do modelo treinado passaria por
todos os pontos de dados e a precisdo no conjunto de dados de teste € baixa. Isso € chamado de sobreajuste e ira ser traduzido pela alta
variancia. Por outro lado, se 0 modelo tiver um bom desempenho nos dados de teste, mas com baixa precisao nos dados de treinamento,
isso levard ao subajuste (Ver 6.1 e Apéndice).

Existem vdrios algoritmos que sdo usados para construir um modelo de regressdo, alguns funcionam bem sob certas restri¢des e
outros ndo. Aqui ndo vamos de mergulhar nos algoritmos de ajustes de curva, vamos ver como funciona a técnica bésica do ajuste de

minimos quadrados.

6.2 Método dos Minimos Quadrados

O ajuste de curvas no caso em que se tem uma tabela de pontos (z1, y1), (z2,¥y2), -+ , (Zn, Yn ), com z; pertencentes ao intervalo
[a, b], consiste em dadas m + 1 fungdes go(z), g1(x), - - -, gm(z), continuas em [a, b], determinar m + 1 coeficientes So, B1, -+ , Bm
considerando que
f(x) = Bogo(x) + Prgi(x) + - + Bmgm(x)
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6.3 Ajuste Linear

se aproxima de y(x), que fornece os valores Yo, y1, ..., Yn dos pontos tabelados.

Este € um modelo matematico linear pois os coeficientes 3; a serem determinados aparecem como combinacéo linear, embora as
fungdes g;(x) possam ser néo lineares, como go(z) = In(z) e gl(x) = cos(x), por exemplo.

O problema ¢ escolher adequadamente estas fungdes. A observacgao do diagrama de dispersao pode ser utilizado para ver a forma
geral dos pontos, ou entdo deve-se basear em fundamentos tedricos do experimento que produz a tabela.

Uma técnica para que a fungdo f(x) se ajuste aos pontos y; é fazer com que o desvio, ou erro i, d; = (y; — f (:cz))2 seja minimo
paratodo: = 0,1, --- ,n. Da soma destes desvios elevados ao quadrado tem-se

D(ﬂOaﬂla"' 7/Bm) = de
=1

= Z[y -
= Z — Bogo(w:) = Brg1(wi) — -+ — Bmgm ()]

e deseja-se determinar os 3;’s onde D(.) seja minimo. Este processo de minimizagdo é chamado de Método dos Minimos Quadrados,
pois D(.) é definido por uma soma de quadrados.
Para determinar o valor minimo de uma funcio de ajuste (ou o seu valor critico) deve-se derivar parcialmente esta funcido em

relac@o aos pardmetros [3;’s. Entdo

% =2 Z [yi — Bogo(x:i) — Prg1(z) — -+ — Bmgm ()] - go(z:)
i=1
% =2 Z [yi — Bogo(x;) — Prgi(z) — - — Bmgm(l’)] g1 (zi)
oD ~
35, =2 2 [~ oo = (@) = = Brngm (@] - 92(w)
i=1
(?TD =2- [yi — Bogo(x:) — Bigi(x) — -+ — Bimgm(x)] - gm (24)
m i=1
e (bo, b1, , bm) for ponto minimo da fungéo D (Bo, B1,- - , Bm ), €ntdo

8D (b07b17 T 7bm)
0B;

=0, i=0,1,---m

e fazendo um rearranjo de termos tem-se:

n

(Z 90(%‘)2) Bo + (Z 90(%)91(%)) Bt + <Z go(xi)gm (z:) > = wigo(:)
=1 =1

i=1 7 1=0

<Z gl(ﬂﬁi)go(ff?i)) Bo + <Z 91(xi)2> B+ 4+ < g1(xi)gm(xi)> Bm = Zyz‘m(l‘i)

i=1 i=1 i=1 i=1

(Z gm (3)go(ws) ) Bo + (Z gm(zi)g1(zs) > B+ + <ng(m)2> Bm = yigm(xi)
i=1

i=1 =0 1=1

um sistema linear que pode ser solucionado por um método numérico (Gauss, Jordan, etc.). As equacdes deste sistema

sao denominadas de equacdes normais. Observa-se que a matriz dos coeficientes deste sistema € simétrica.



6.3 Ajuste Linear

6.3 Ajuste Linear

Um modelo de relacionar duas varidveis ¢ utilizando a equagdo da reta, caracterizando um comportamento linear
do sistema analisado. Se a distribui¢do dos pontos no diagrama de dispersdo ter a aparéncia de uma reta, entdo pode-se

assumir que:

go(x) =1
gi(z) =z
92(x) = g3(x) = -+ = gm(z) =0

que determina o modelo matemadtico que se ajuste aos pontos do diagrama de dispersdo seja a equacgdo da reta, dada
por:

f(@) = Bz + Bo
Utilizando-se 0 Método dos Minimos Quadrados
n
D (B0, B1) = > [yi — Bo — pra]” .
i=1
Se (bg, by) for ponto minimo da fungédo D (53, 81), entdo

0D (bg, b1)

9%, 0, :=0,

e fazendo um rearranjo de termos tem-se na notagao matricial o seguinte sistema linear:

nBo + (Z Iz) B = Z Yi
i=1 i=1
(Z l’z> Bo + <Z %2) p1 = Z TiYs
im1 i1 i=1

Com solucdo dada por

n n n
n- E TiYi — E Z; - E Yi
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1 (6.1)
Zyi - (Z%) e
By = i=1 i=1

n
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6.3 Ajuste Linear

Exemplo 6.1
Ajustar os dados da tabela a seguir a uma reta.

Ul om | Y
111118
2136|54
3153148
4167|773
51801 6.8

Calculando-se os somatorios:

5
in =1.1+3.6+53+6.7+80=247
=1
5
> af =117 436>+ 537+ 6.7° +8.0° = 151.15
i=1

5
D yi=18+54+48+73+68=261
=1
5
D @iy =1.1x 1.843.6 x5.4+53x 48+6.7 x 7.3+ 8.0 x 6.8 = 150.17

i=1

Colacando os valores acima nas equagdes 6.1 obtém-se

5 x150.17 — 24.7 x 26.1

- = 0.72896
N S TTRE (24.7)2

261 — 24.7 x 0.72896
B 5

Bo =1.6189

O script Octave € para tragar o gréafico:

x = 0:0.1:10;

X=[1.1;3.6;5.3;6.7;8.0];

Y=[1.8;5.4;4.8;7.3;6.8];

plot (x, 0.72896*x + 1.6189, X, Y, markerstyle = ’0’);
xlabel ("x");

ylabel ("y");

title ("Ajuste Linear");

114



6.4 Ajuste Polinomial

O resultado obtido ¢ exibido na figura 6.2.

Ajuste Linear

0 2 4 6 8 10
X
Figura 6.2: Ajuste Linear pelo Método dos Minimos Quadrados.

6.4 Ajuste Polinomial

O ajuste de curva polinomial pode ser realizado quando o diagrama de dispersdo ndo apresenta um comportamento
linear. Neste caso, utilizando as seguintes fungdes g; (x):

go(z) =1
gi(z)=x
g2(z) = z?
g3(z) = a®
gm(z) = 2™

Tem-se o seguinte modelo:
f(@) = Bna™ + -+ + Bsa® + Boa® + Sz + o

Sabe-se que poliondmios sdo apropriados para aproximar fungdes, como por exemplo através de Série de Taylor. Para o
ajuste polinomial os parametros do modelo sdo determinados pelo sistema de equagdes lineares:

1

S
=
S
+

+
+
U
8
=3
~—
™

3

n

i
n

i=1
=
: 2) Bm = > xiys

NN
=11
saw 3-.2
N——
IS
+ o+
N
=111+
8 8
~w EAM)
SN———"—
SIS
+ o+
YOS
(NRINGE
& &
N— N —
S
+ o+
+ o+
Yo
=11
8 8
3o~
R
3
I

=1

<Zzl~”>ﬁo + (Zri”ﬂ)ﬁl + (Zx:”“)gg T (szm)ﬁm: S el
i=1 i=1

Teorema 6.1 (John von Neumann)

John von Neumann disse a famosa frase: Com quatro parametros posso ajustar um elefante, e com cinco posso fazée-
lo mexer a tromba. https: //www. johndcook. com/blog/2011/06/21/how-to-fit-an-elephant/ 0
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6.4 Ajuste Polinomial

Exemplo 6.2
Ajustar os dados da tabela a seguir a um polindmio de 2° grau: f(z) = 222 + B1x + fo.

11051 -203
21 1.0 | -1.35
31251 -0.22
41 37| 059
5147 | 1.12
6|56 | 143

Temos neste exemplo o sistema de equacdes lineares:

Calculando-se os somatorios:

3 1) Bo + (Zﬁ) b1
i=1

)Bo + (ZZL’?) B+ (Zl’f> B2 = If?h
i=1 i i

6
Z 2; =0.5+1.0+25+35+47+56=17.8

=1

6
D af =(-2.03)% + (—1.35)> + (—0.22) + 0.59 + 1.12> + 143> = 73.2
=1

6
> af =(-2.03)° + (~1.35)% + (—0.22)* + 0.59° + 1.12° + 1.43% = 339.064
=1

6
D af =(—2.03)* + (~1.35)* + (-0.22)* + 0.59* + 1.12* + 1.43* = 1661.6052
=1

6
Zyi
i=1

(—2.03) 4 (—1.35) + (—0.22) + 0.59 + 1.12 + 1.43 = —0.46

> iy =(0.5) - (—2.03) + (1.0) - (~1.35) + (2.5) - (=0.22) + (3.5) - (0.59)+

6
2

E TiYi

i=1

+ (4.7) - (1.12) + (5.6) - (1.43) = 12.422
(0.5)% - (=2.03) + (1.0)? - (=1.35) + (2.5)% - (—0.22) + (3.5)% - (0.59)+

+ (4.7)% - (1.12) + (5.6)% - (1.43) = 73.5806

Colocando os valores acima nas equagdes normais obtém-se

a solucdo usando método de Eliminagao:

Bo = —2.5291, B; = 1.1587, Bz = —0.0807

+ 339.0645

+
+
_|_
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1661.60528, = 73.5806



6.5 Ajuste Linear Multiplo

Substituindo estes valores na equagio f(z) = S22 + 12 + Bo, obtém-se

f(z) = —0.08072% 4 1.1587x — 2.5291

O script Octave € para tragar o grafico:
x = linspace (0, 6, 100);
X=[0.5; 1.0; 2.5; 3.5; 4.7; 5.6];
Y=[-2.03 ; -1.35; -0.22 ; 0.59 ; 1.12 ; 1.43];
plot (x,-0.0807*x.72+ 1.1587*x - 2.5291, X, Y, markerstyle = ’0’);
xlabel ("x");
ylabel ("y");
title ("Ajuste Quadratico");

O resultado obtido € exibido na figura 6.3.

Epete Gomtatun

Figura 6.3: Ajuste Quadratico pelo Método dos Minimos Quadrados.

6.5 Ajuste Linear Miuiltiplo

O ajuste de curva linear miltiplo pode ser realizado quando uma varidvel dependente (resposta) é uma funcdo
com duas ou mais varidveis independentes (explicativas) onde cada varidvel explicativa tem uma relacdo linear com a
de resposta. E equivalente a fazer um ajuste linear num espaco n-dimensional, ao invés de 2-dimensdes. Neste caso,

utilizando as seguintes fungdes g; (x):

Tem-se o seguinte modelo:
flx1, 20, yom) = Bo + Brx1 + fexz + -+ + Bz
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6.5 Ajuste Linear Multiplo

Para o ajuste de curva linear miiltiplo os pardmetros do modelo sdo determinados pelo sistema de equacdes lineares:

nBo + > (=1)i| B1 + [Z (zz)l} Ba +t [Z (zmn] Bm = > v
i=1 i=1 i=1 i=1
> (@i Bo + > @i + [Z (wm(wz),-] B ot | X @DiEm)i| Bmo= 3 (#1)y;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n " n Py " n
(z2); | Bo + [2(12)7:(“?1)11] B1 + {Z(Izh] B2 +--+ S (@2)i(@m)i| Bm = (2);v;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
|:Z(-T7n>i:| Bo + I:Z(Tm)l(ll)m} B1 + [Z(wm)l] Ba +- 4+ [Z(wm)l] Bm = Z(Wnl)iyi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Exemplo 6.3
A tabela a seguir foi criada usando a equacao:

y(r1,22) = 521 — X9

i | (x1)i | (@2)i | yi(z1,22)
1 1 1 12
2 2 1 17
3 1 3 6
4 4 7 9
5 7 2 39
6 9 10 25

Use ajuste linear multiplo para modelar estes dados.

Temos neste exemplo o sistema de equacdes lineares:

+

nfBo + |:Z(£1)i:| B1 |:Z(12)i:| B2 =>"ui
i=1 =1 i=1

{2(11)1} Bo + |:Z(Il)?:| B1 + |:Z(ZL’1)1(9L’2)1] B2 = Z(Il)lyl

{2(12)1} Bo + {Z(wz)i(ﬂvl)z} B [Z(ﬂiz)f} B2
i=1 i=1 i=1

3

+

(z2)iyi

Il

o
II
m
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6.6 Linearizacdo de Relacdes ndo Lineares

Calculando-se os somatorios:

6
D @)i=1+2+1+4+7+9=24
=1
6
D (z2)i =14+1+3+T+2+10=24

=1
6
D (@) =12+ 22+ 17+ 42+ 72+ 9% = 152
1=1
6
D (we)f =1+ 17 4+3° 4+ 72+ 2° + 10° = 164
=1
6
Z(xl)i(u)i =1-142-1+1-3+4-747-2+9-10=138
i=1
6
> yi =124+ 174649+ 39+ 25 = 108
=1
6
Z(Il)iyi =1%12+2%17+1%6+4%9+ 739+ 9 %25 =586
=1
6
> (@a)iy =1#12+ 1517+ 356+ 749 + 2% 39 + 10 + 25 = 438

i=1

Colacando os valores acima nas equagdes normais obtém-se

680 + 2481 + 24P, =108
24, + 15281 + 1388 =586
2403y + 13831 + 16482 =438

E a solucdo usando método de Eliminagao:

Bo =10,61 = 5,62 = =3

¢ consistente com a equagao original da qual os dados foram derivados.

6.6 Linearizacao de Relacoes nao Lineares

A método dos minimos quadrados fornece uma técnica poderosa para ajustar a melhor linha aos dados. Existem
muitas situagdes na ciéncia e engenharia que mostram a relacao entre as quantidades que estdo sendo consideradas ndo é
linear. Existem varios exemplos de funcdes ndo lineares usadas para ajuste de curvas. Alguns deles estdo nas Tabelas 6.1
e 6.2.

Técnicas de ajuste dos minimos ndo linear estdo disponiveis para ajustar essas equacgdes das Tabelas 6.1 e 6.2 aos
dados diretamente. Uma alternativa mais simples é usar manipulagdes analiticas para transformar as equagdes em uma

forma linear que pode ser usada para ajustar as equagdes aos dados.
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6.6 Linearizacdo de Relacdes ndo Lineares

No© Equagio Forma Linear Y =biT + bo
Y = ln . T = ln xr
1 y= BozP In(y) = Biin(z) + In(Bo) Zl _ 5Ey[))0 — ln(ﬂ(o))
o T =
2 y = Boeh® In(y) = Pra + In(Bo) 21 = gfyl))oxz le(ﬁO)
. = lO N r=x
3 y = Bol0” log(y) = Bra + log(fo) Zl — 53(%()) = log(Bo)
4 Yy=-— — = prx+ By yiy’ B
Bz + Bo Yy by = B1,bg = By
S —
61.’1? 1 60 1 B 5’ B ;
5 = PP
4 Bo+x y bz b [)1:@71302i
B B

Tabela 6.1: Transformacdes lineares para Ajuste Linear

N° Equagao Forma Linear Miiltipla
1 y = ePotPizitPazzt - +hnn ln<y) =By + Bix1 + Boza + -+ + Brxn
2 y=Po-al" -ah? - alr In(y) = In(Bo) + Prln(z1) + Baln(x2) + - + Baln(zy,)
1 T
Y ,304'51'1?1+,32'1$2+"'+,3n'50n Z{ Pothorthe A
YT Bt Bl et By wp kot By g y st
Tabela 6.2: Transformacdes lineares para Ajuste Linear Multiplo
Exemplo 6.4

Ajustar os dados da tabela a seguir a equacdo y = Boer.

) xZ; Yi
1]01] 29
2116 | 44
3134 60
4145 99
5150|108

7 T; Yi

1] 0.1 1.06

Fazendo: { y=inly) =2 , entdo tem-se a tabela seguinte: 2|16 148

by = Br,bo = In(fo) 3034179

4 | 45| 229

5150 238
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6.6 Linearizacdo de Relacdes ndo Lineares

Aimris [ege=ran Lr=err.ass

Figura 6.4: Ajuste Exponecial pelo Método dos Minimos Quadrados
Linearizado.

Calculando-se os somatorios:

5
Z z; =0.1+1.6+34+45+50=14.6

i=1

5
> a? =017+ 1.6% +3.4% + 4.5° 4+ 5.0° = 59.38
=1

5
> 4 =106+ 148+ 1.79+ 229+ 238 =9

i=1
5
D @iy =0.1%1.06 + 1.6 % 1.48 4+ 3.4 1.79 + 4.5 % 2.29 + 5 x 2.38 = 30.765

i=1

Colocando os valores acima nas equacdes 6.1 obtém-se

5 30.765 — 14.6 x 9
' 5% 59.38 — (14.6)2

= 0.26779

py _ 9146 5x 026779 _ | 11oo,

O script Octave € para tragar o gréfico:
x = 0:0.1:6;
X=[0.1;1.6;3.4;4.5;5.0];
Y=[1.06;1.48;1.79;2.29;2.38];
plot (x, 0.26779*x + 1.01804, X, Y, markerstyle = ’0’);
xlabel ("x");
ylabel ("ln(y)");
title ("Ajuste Exponecial Linearizado");

O resultado obtido ¢ exibido na figura 6.4.

Como by = In(By) e by = B1, tem-se como estimativas dos pardmetros originais: Sy = 2.76776 ¢ 5; = 0.26779
que resulta na fungio y(x) = 2.76776 - 0267797

O script Octave € para tracar o grafico:
x = 0:0.1:6;
X=[0.1;1.6;3.4;4.5;5.0];
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6.6 Linearizacdo de Relagdes ndo Lineares

[FESY FY PRI S N TR

Figura 6.5: Cuva Original do Ajuste Exponecial pelo Método dos Minimos Quadrados Linearizado.

Y=[2.9;4.4;6.0;9.9;10.8];

plot (x, 2.76776%exp(0.26779%x), X, Y, markerstyle = ’0’);
xlabel ("x");

ylabel ("y");

title ("Curva do Ajuste Exponecial Linearizado");

O resultado obtido € exibido na figura 6.5.

Apéndice
Os scripts Octave s@o para tragar 0 grafico 6.1: g 10aa statistics

x = linspace (2, 8, 100);
rand(’seed’,4)

X=unifrnd(2,8,[1,100]);
N=normrnd (0,1, [1,100]);

Y=X."2 - 10*X + 30 + N;

plot (x,x."2 - 10%x + 30, ’linewidth’,5, X, Y, markerstyle = ’o’,’linewidth’,5);
h=get(gcf, "currentaxes");

set(h, "fontsize", 12, "linewidth", 2)
xlabel ("x");

ylabel ("y");

title ("Modelo de Regressdo");

p = polyfit (X, Y, 1);

plot (x,p(1)*x + p(2), ’linewidth’,5, X, Y, markerstyle = ’0’,’linewidth’,5);
h=get(gcf, "currentaxes");

set(h, "fontsize", 12, "linewidth", 2);

xlabel ("x");

ylabel ("y");

title ("Sub Ajuste");

p = polyfit (X, Y, 2)

y = polyval (p, x)

plot (x,y, ’linewidth’,5, X, Y, markerstyle = ’o’,’linewidth’,5);
h=get(gcf, "currentaxes");

set(h, "fontsize", 12, "linewidth", 2);

xlabel ("x");

ylabel ("y");

title ("Ajuste Ideal");

p = polyfit (X, Y, 20)

y = polyval (p, x)

plot (x,y,’linewidth’,5, X, Y, markerstyle = ’o’,’linewidth’,5);
h=get(gcf, "currentaxes");

set(h, "fontsize", 12, "linewidth", 2);

xlabel ("x");

ylabel ("y");

title ("Sobre Ajuste");



Capitulo Execicios

= Capitulo Execicios <

1. Ajustar os pontos da tabela seguinte a uma reta.

2.5

4.2

5.1

6.5 | 84

39

3.1

1.7

0.1 | -0.5

2. Dada tabela abaixo: https://doi.org/10.1590/S1806-11172009000300010

Tabela - Altura h(m) do corpo em queda livre e intervalo de tempo t(s).

| 1) | h(m) | 1(s) | h(m) |

0.033 | 0.053 | 0.300 | 0.559
0.067 | 0.083 | 0.333 | 0.677
0.100 | 0.123 | 0.367 | 0.789
0.133 | 0.165 | 0.400 | 0.924
0. 167 | 0.224 | 0.433 | 1.083
0.200 | 0.283 | 0.467 | 1.235
0.233 | 0.365 | 0.500 | 1.400
0.267 | 0.459 | 0.533 | 1.577

a) Ajuste uma pardbola h(t)
{(0.1,0.123), (0.2,0.283),

0.
t)

= a + b - t utilizando os pontos:
3,0.559), (0.4,0.924), (0.5,1.400)};

b) Calcule os valores de h(t) obtido acima para estimar a altura iNL(t) nos tempos indicados e calcular o erro para

preencher a tabela abaixo:

t(s)

h(m)

h(t)

Erro= ‘h(m) - E(t)‘

0.033

0.053

0.067

0.083

0.133

0.165

0.167

0.224

0.233

0.365

0.267

0.459

0.333

0.677

0.367

0.789

0.433

1.083

0.467

1.235

0.533

1.577




Capitulo Execicios

3. Segue 20 coleta dados sobre a porcentagem de pessoas em cada cidade que fumam, a porcentagem de pessoas em
cada cidade que vao de bicicleta para o trabalho e a porcentagem de pessoas em cada cidade que t€ém doencas
cardiacas.

(adaptado de: https://www.scribbr.com/statistics/multiple-linear-regression/)

Tabela - Taxas de cardiopatias (% da populagio) em fungéo do deslocamento de bicicleta para o trabalho e tabagismo

Cardiopatias Deslocamento de Tabagismo
(%) bicicleta (%) (%)
30.80 10.90 11.77
65.13 2.22 2.85
1.96 17.59 17.18
44.80 2.80 6.82
69.43 15.97 4.06
54.40 29.33 9.55
49.06 9.06 7.62
4.78 12.84 15.85
65.73 11.99 3.07
35.26 23.28 12.10
51.83 14.44 6.43
52.94 25.07 8.61
48.77 11.02 6.72
26.17 6.64 10.60
10.55 5.99 14.08
47.16 14.10 8.74
61.68 16.84 5.44
33.94 5.76 9.16
39.70 12.66 9.75
63.12 22.92 5.86

a) Faga o ajuste linear miltiplo considerando as duas varidveis independentes,z1 = deslocamento de bicicleta para o trabalho,

r9 = tabagismo e como varidvel dependente y = cardiopatias.

4. AJUSTE DE CURVAS EXPONENCIAL

As medidas das taxas na qual a radiagio de particulas emitidas por °°Fe sdo detectadas quando um contador Geiger

€ blindado com uma ou mais folhas de aluminio com aparece na tabela abaixo:

Expessura de Taxa de Contagem
Al (cm) (cotagem/min)
0.00162 1850
0.00324 1250
0.00486 800
0.00648 450
0.00810 310
0.00972 165
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Capitulo Execicios

A absorcdo da radiag¢do para uma dada expessura de material pode ser modelado pela relagcdo exponencial
R(x) = RyeP®

onde R(x) é a taxa de contagem da radiagdo de particulas, R é a taxa de contagem sem a presenga da blindagem,
x € a espessura do material, e 5 € uma constante que descreve quio rapidamente a taxa de contagem decresce com
o crescimento da blindagem.

a) Determine Ry € (3;
b) Verifique que 3 = 290 em ™.



Capitulo - Equacao Diferencial Ordinaria

Uma equacdo diferencial ordindria (EDO), pode ser considerada como uma igualdade diferencial especificando a
relacdo entre uma varidvel dependente y, e uma varidvel independente x. A ordem da EDO € a ordem da maior derivada

de y em relacdo a x aparecendo nela.

di + xy® = 0 é uma EDO de primeira ordem,
x

d?y

proi ky = 0 € uma EDO de segunda ordem.
X

Uma EDO ¢ linear se todos as poténcias de y e suas derivadas que aparecem na EDO sdo inteiros nao negativos que

ndo excedem a unidade. A equagdo geral para uma EDO linear de ordem n é
n n—1
an(x)ﬁ + an,l(x)% +...+ al(x)% + ap(z)y = f(z). (7.1)

Diz-se que a EDO linear da Eq. 7.1 é homogénea se f(z) = 0.

Faz-se a distin¢do entre o problema de valor inicial (PVI) e o problema de valor no contorno (PVC). Essa classificagdao
baseia-se na especificagdo de dados complementares que nos permitem chegar a uma solucdo tnica da EDO. Para o
problema de valor inicial, todos os dados (condi¢es iniciais) sdo especificados em um ponto, enquanto para o problema
de valor no contorno os dados sdo dados como condicdes no contorno, ou seja, como condi¢des de contorno. Por exemplo,
considere a EDO de primeira ordem

dy

dr Y
A solucdo é uma familia de curvas dadas por y = a - exp(x). Para determinar a solugéo tnica, é preciso fornecer o valor
de y para algum valor de z. Suponha que tenha sido dado pela condi¢go y(0) = 1. Encontra-se a = 1, daf a solugdo para

o PVI p
Y

— =1 2

= y(0) (7.2)

¢ dada unicamente por

y = exp(z).

Na declarag¢do do PVI acima, chama-se a condi¢do y(0) = 1 a condigdo inicial. A origem desta terminologia é por causa
da dependéncia da varidvel x com o tempo ¢ em muitos problemas fisicos. Por exemplo, de acordo com a mecénica

classica, o movimento dos objetos € regido pela segunda ordem PVI decorrente da segunda lei de Newton

d2

7

dx Y (7.3)
dt ) —o) 0

z(t =0) = zo,

onde z € a posicdo do objeto e ¢ o tempo. Observe que o PVI acima tem 2 (duas) condi¢des iniciais. Em geral, vocé
precisa de tantas condi¢Oes iniciais quanto a ordem do PVI para obter uma solucao tnica.

Observe que pode-se escrever o PVI de segunda ordem acima (Eq.7.3) como dois EDOs de primeira ordem mais uma
condigdo inicial para cada EDO. Para conseguir isso, defini-se v = dx/dt. Entdo o sistema de EDOs que representam o
mesmo PVI é

dv
°ov F,
"t Z
d
&y (7.4)
dt
v(t=0) =1



7.1 Solucao numérica de problemas de valores
iniciais

Como exemplo de um problema de valor de contorno (PVC), considere a seguinte equagao para o perfil de temperatura
de estado estacionario em uma vara unidimensional de comprimento [, mantida a uma temperatura constante em uma

extremidade e isolada na outra, com uma fonte de calor/sumidouro presente dentro da haste.

0*T
022 = f(T,x)
T(xz=0)=1To (1.5)

(),
T/ (w=1)

Observe que os dados sdo fornecidos aos dois pontos extremos da haste. Estes tipos de condi¢des sdo chamadas condi¢des
de contorno e o PVC dado descreve o perfil de temperatura dentro da haste sujeito as condigdes de limite especificadas
acima.

O EDO que aparece no PVC acima (Eq. 7.5) é muito semelhante ao EDO de segunda ordem que aparece no PVI
na (Eq. 7.3). No entanto, do ponto de vista matemadtico, esses problemas sdo muito diferentes, a diferenca decorrente
principalmente da especificacdo das condigdes iniciais/de fronteira. Assim, os algoritmos para a solu¢cdo numérica de
PVIs e PVCs também sdo significativamente diferentes.

7.1 Solucao numérica de problemas de valores
iniciais

Alguns dos conceitos-chave associados a solu¢do numérica dos PVIs sdo o erro de truncamento, erro local, a ordem
e a estabilidade do método numérico. Devemos também ser capazes de distinguir técnicas explicitas das implicitas. A

seguir, esses conceitos serdo introduzidos através de exemplos simples.

7.1.1 Método de Euler Explicito

Serd vista a solugdo numérica do PVI, escrito na forma explicita,

Y= fay@), v =0) = (7.6)

Em particular, se f(y,t) = g(y), o PVI acima com g(y) = ky onde k é uma constante, o PVI é linear. Assumimos
que existe uma solugdo tnica e denotamos essa solugdo por y©(t). Assim, a partir de agora, y(t) refere-se a solugéo
calculada numericamente, que na melhor das hipdteses é apenas uma aproximagao a y©(¢).

Considere que os seguintes objetos sejam dados: alguma EDO explicitada na forma (Eq. 7.2), uma condi¢@o inicial
(z0,y0) € um dominio de solugdo desejado [xg,z,]. Uma abordagem de solucdo simples é discretizar o dominio da
solu¢@o [z, z,,] em n + 1 pontos,

o< << Tp
dy
dz
aproximacao para o desconhecido y(z;). Com essa aproximagio, a equacao (7.6) avaliada no pontos ;71 torna-se

Yi —Yi—1
Ty — Tj—1

e aproximar as derivadas y'(x;_1) = < ) por diferencas finitas parai = 1,--- ,n, onde y; € uma
(zi-1)

Yi —Yi—1
= f(®i—1,¥i1)
T — Tj—1
A qual pode ser resolvida para y;:
Yi = Yi—1 + f(@io1,yi-1)(Ti — Ti1). (7.7)

Exemplo 7.1
Considere o problema de valor inicial



7.1 Solucao numérica de problemas de valores
iniciais

cuja solugdo é y(x) = e2*. O método de Euler aplicado a este problema produz o esquema:
Yi=Yi-1+2-h-yi1=(1+2h) -y (7.8)

Suponha que queremos calcular o valor aproximado de y(1) com h = x; — z;_1 = 0.2. As aproximacdes para a
solucdo nos pontos da malha (valores de z;) usando o método de Euler sdo:

y(0) =y =

y(0.2) = yo (1 +2h)y1 =14y, =14
y(0.4) = y3 = (1 4+ 2h)ys = 1.4y = 1.96
y(0.6) = ys = (1 +2h)ys = 1.4y3 = 2.744
(0.8) = y5 = (1 + 2h)ys = 1.4y, = 3.8416
y(1.0) = yg = (1 + 2h)ys = 1.4ys = 5.37824

Essa aproximacdo é bem inexata quando comparamos com a solugdo do problema em y(1) = e = 7.38906.
Escolhendo um passo menor, obteremos uma aproximac¢ao melhor. Veja tabela abaixo com valores obtidos com diferentes
valores de passo .

h 10~ 1 102 10~3 10~4
y(1) | 6.7275 | 7.2446 | 7.3443 | 7.3876

Nete caso € possivel mostrar que quando 2 — 0+ a solucdo aproximada via método de Euler converge para a solugdo
exata .

A solucgdo da relagdo de recorréncia (Eq. 7.8) € dada por
yr = (1+20)F1

Como z = (k — 1) - h e queremos a solu¢do em x = 2, a solugéo aproximada pelo método de Euler com passo h em é
dada por:
Yo = (14 20)*1 = (1 +2n)7

Aplicando o limiteh — 0+, tem-se:
hm (1 +2h)% =

7.1.2 Método de Euler Implicito

Uma equacio diferencial ordindria de primeira ordem € uma equagao da forma implicita
F(z,y,y") =0 1.9)
com uma fungdo F': R” x R™ x R — R"™. Uma solucdo ¢ uma funcdo diferencidvel y : R — R"™ com a propriedade
Ve R: F(y(z),y (z),x) =0

Difini¢des sdo validas, devidamente ajustadas, se F' for definida num subconjunto de R™ x R™ x R e/ou se a s6 um
subconjunto na solugdo y € de interesse.

Considere uma condig@o inicial (2o, yo) ,um dominio de solugdo [z, z,,] e uma discretizagdo {z},_, do dominio
Yi —Yi—1

ser dado. O método de Euler aproxima 3’ (z) por
Ty — XTj—1

e usa a EDO nos pontos xg, 21, -+ ,Zp, 0 que conduz as
equagoes

M:f(xtayl)a Z:17 y TV
Tj — Tj—1



7.2 Outros Métodos

Nao existe geralmente uma solugdo explicita para y;. Agora é preciso resolver em cada passo um sistema de equacdes
— potencialmente nonlinear para encontra-las. Embora isso parece ser muito mais complicado do que o método explicito,
ele tem muitas vezes propriedades de estabilidade superiores.
Exemplo 7.2

Digamos que se queira resolver
ad )
= =y-sen
d Y )

Euler implicto resulta em

Yn = Yn—1+h-yn - sen(yn)

ou

yn(l —h- sen(yn) = Yn-1

o qual é claramente nao linear.
Este método ndo exige que a EDO seja dada de forma explicita (Eq. 7.6). Ele funciona igualmente para um EDO

implicito (Eq. 7.9). Entdo o sistema de equagdo a ser resolvido em cada etapa é

F <xy Il y) =0 (7.10)

i LTi—1

7.2 Outros Métodos

Ha muitos outros métodos que ndo cobrimos neste curso. Duas classes comuns de métodos sdao (ambos existem em
variantes implicitas e explicitas e hibridas):

o Métodos de Runge-Kutta: como o método de Euler, eles sao métodos de etapa tnica, pois ao computar a solu¢ao
y; ao longo de um intervalo de discretiza¢do [x;_1, x;], eles s6 usam as informagdes do valor da fungdo da dltima
etapa (z;—1,¥;—1) como uma condi¢do inicial. Cada etapa é calculada usando vdrios estigios com o objetivo de
aumentar a ordem de convergéncia. Cada etapa envolve uma avaliacdo de f ou - no caso de métodos implicitos -
uma equacdo a ser resolvida.

o Métodos de vdrias etapas: usa informacdes (x;, y;, y;), a partir de vérios passos anteriores 7 < ¢ — 1 quando da
computagdo de (y;, y}), com o objetivo de ganhar eficiéncia. Versdes implicitas de métodos multi-passo (lineares)
tém propriedades de estabilidade piores do que certos métodos de passo tinico para ordens de convergéncia maiores
do que 2.

7.2.1 Métodos Runge-Kutta

Na andlise numérica, os métodos Runge-Kutta sdo uma familia de métodos iterativos implicitos e explicitos, que
incluem o Método Euler, usada nas solugdes aproximadas de equagdes diferenciais ordindrias.
Lista de métodos Runge-Kutta:
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Runge%E2%80%93Kutta_methods
1. Métodos explicitos

(a). Euler direto

(b). Método de ponto médio explicito

(c). Método de Heun

(d). Método de Ralston

(e). Método genérico de segunda ordem

(f). Método de terceira ordem de Kutta

2). Método genérico de terceira ordem

(h). Método de terceira ordem de Heun

(1). Método de terceira ordem de Ralston

(j). Estabilidade forte de terceira ordem Preservando Runge-Kutta (SSPRK3)


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Runge%E2%80%93Kutta_methods
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(k).
.
(m).

Meétodo cléssico de quarta ordem
Meétodo de quarta ordem de Ralston
Meétodo de quarta ordem regra-3/8

2. Métodos embutidos

().
(b).
(©).
(d).
(e).
(f).

Heun-Euler

Fehlberg RK1 e RK2 (ordem)
Bogacki-Shampine

Fehlberg

Cash-Karp

Dormand-Prince

3. Métodos implicitos

().
(b).
(©).
(d).
(e).
(f).

Euler retroativo
Ponto médio implicito
Meétodo Crank-Nicolson
Métodos Gauss-Legendre
Meétodos diagonalmente implicitos de Runge-Kutta
Métodos Lobatto

I. Métodos Lobatto ITTA

II. Métodos Lobatto I1IB
[1I. Métodos Lobatto ITIIC
IV. Métodos Lobatto ITIC*

V. Métodos de Lobatto generalizados

. Métodos Radau

1. Métodos Radau IA
II. Métodos Radau ITA

7.2.2 Método RK-2

No método de Euler explicito direto, usa-se as informacdes sobre a inclina¢ao ou a derivada de y no intervalo x dado

para extrapolar a solugdo para o préximo intervalo de x. O erro de truncamento local (ETL) para o método é O(h?),

resultando em uma técnica numérica de primeira ordem. Em geral, um método com O(h¥*1) ETL é considerado de

ordem k. Os métodos de Runge-Kutta sdo uma classe de métodos que usa criteriosamente as informacdes da ’inclina¢ao’

em mais de um ponto para extrapolar a solug@o para o intervalo de tempo futuro.

O método de segunda ordem Runge-Kutta (RK2), onde o ETL é O(h?), para aproximar a solugdo do problema de

valor inicial y' () = f(x,y); y(zo) = yo, avalia o integrando, f (z, y),duas vezes por passo. Para o passo n,

k= hf(l’n—l,yn—l)
ko =hf(xn-1+h,yn—1+ k1)
(k1 + k2)

Yn = Yn—1+ B

€

Tp,=29+n-h

Exemplo 7.3

Considere o problema de valor inicial

cuja solugdo é y(x) = e2*. O método RK2 serd aplicado a este problema.
Suponha que queremos calcular o valor aproximado de y(1) com h = x; —
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z;—1 = 0.2. As aproximacgdes para a
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solucdo nos pontos da malha (valores de ;) usando o RK2 sao:

k1= hf(zo,y0) = (0.2)(0,1) = (0.2) - (2) = 0.4
ko = hf(JUO + h,yo + kl) = (02)f(02, 1.4) = (02) . (28) = 0.56

Ey + k
1; 2 14048 =148

Y1 =Yo +
y(0.2) = 1.48

ki = hf(zy,y1) = (0.2)£(0.2,1.48) = (0.2) - (2.96) = 0.592
ks = hf(x1 + h,y1 + k1) = (0.2)£(0.4,2.072) = (0.2) - (4.144) = 0.8288

=1.48 +0.7104 = 2.1904

y(0.4) = 1.48

ky = hf (22, y2) = (0.2)£(0.4,2.1904) = (0.2) - (4.3808) = 0.8762
ky = hf(za+ h,ys + k1) = (0.2)£(0.6,3.0666) = (0.2) - (6.1331) = 1.2266

= 2.1904 4 1.0514 = 3.2418

y(0.6) = 3.2418

ky = hf(zs,ys) = (0.2)£(0.6,3.2418) = (0.2)?(6.4836) = 1.2967
ky = hf(xs + h,ys + k1) = (0.2)£(0.7,3.8902) = (0.2) - (7.7803) = 1.5561

ky + k
1 ‘g 2 _ 39418 + 1.5561 = 4.7979

Ya =ys +
y(0.8) = 4.7979

ki = hf(z4,ys) = (0.2)£(0.8,4.7979) = (0.2) - (9.5957) = 1.9191
ky = hf(z4+ hyys + k1) = (0.2)£(0.9,5.7574) = (0.2) - (11.5148) = 2.303

by +
L ; 2 _ 47979 + 2.303 = 7.1008

Ys = Y5 +
y(1) = 7.1008

Essa aproximacdo é inexata quando comparamos com a solu¢do do problema em y(1) = e? = 7.38906, mas ji é
melhor que a obtida com o método de Euler com h = 2. Escolhendo um passo menor, obteremos uma aproximagao
melhor. Veja tabela abaixo com valores obtidos com diferentes valores de passo .

h 10~ 1 102 10-3
y(1) | 7.3046 | 7.3881 | 7.3890

7.2.3 Método RK-3

O método de terceira ordem Runge-Kutta (RK3), onde o ELT é O(h?), para aproximar a solu¢io do problema de

valor inicial y'(z) = f(z,y); y(xo) = yo, avalia o integrando, f (x, y), trés vezes por passo. Para o passo n,

ki = hf(xnflvynfl)

h k

k2 = hf(@no1 + 52401 + )

ks = hf(xn_11+ hyyn—1 + 2k2 — ki) (7.12)
Yn = Yno1 + = (k1 + 4ks + k3), (RK3)

6
e

Tp,=29+n-h
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Exemplo 7.4
Considere o problema de valor inicial

cuja solugdo é y(x) = e2*. O método RK3 serd aplicado a este problema.
Suponha que queremos calcular o valor aproximado de y(1) com h = x; — x;—; = 0.2. As aproximagdes para a
solugcdo nos pontos da malha (valores de z;) usando o RK3 sao:

ki = hf(zo,y0) = (0.2) f(0,1) = (0.2) - (2) = 0.4
ks = hf(zo + g,yo + %) = (0.2)£(0.1,1.2) = (0.2) - (2.4) = 0.48

ks = hf(xo + hyyo + 2ky — k) = ( 2)£(0.2,1.56) = (0.2) - (3.12) = 0.624
Y1 =190+ = (k1 tdky+ k) =1+ [0 4+ 4(0.48) + (0.624)] = 1.4907
y(0.2) = 1. 4907

ki = hf(z1,m1) = (0.2)£(0.2,1.4907) = (0.2) - (2.9813) = 0.5963
koo = hf(zy + g,yl + %) = (0.2)£(0.3,1.7888) = (0.2) - (3.5776) = 0.7155

kg = hf(xl + hyy1 + 2k — k1) = (0.2) £(0.4,2.3254) = (0.2) - (4.6509) = 0.9302

1
Y2=u1+ = (k1 + 4k + k) = 14907 + £[0.5963 + 4(0.7155) + (0.9302)] = 2.2221
y(0.4) = 2. 2221

key = hf(xQ,yg) (0.2)£(0.4,2.2221) = (0.2) - (4.4442) = 0.8888
ko = hf(zo+ = 7y2 + ];1) (0.2)£(0.5,2.6665) = (0.2) - (5.333) = 1.0666

kg = hf(:c2 + h ys + 2k — k1) = (0.2)£(0.6,3.4665) = (0.2) - (6.9329) = 1.3866
ys =92+ Ly 4 ko + ky) = 2.2221 + (13[0.8888 + 4(1.0666) + (1.3866)] = 3.3124

y(0.6) = 3.3124

ky = hf(mg,,y3) (0.2)£(0.6,3.3124) = (0.2) - (6.6248) = 1.325

ky = hf(zs+ = ,y3 + ]“21) (0.2)£(0.7,3.9749) = (0.2) - (7.9497) = 1.5899

ks = hf(xg + h Y3 + 2ky — k1) = (0.2)£(0.8,5.1673) = (0.2) - (10.3347) = 2.0669
Ya = Y3 + 6(1{?1 + 4k + k3) = 3.3124 + %[1.325 +4(1.5899) + (2.0669)] = 4.9377

4(0.8) = 4.9377

ki = hf(z4,ys) = (0.2)£(0.8,4.9377) = (0.2) - (9.8753) = 1.9751
ko = hf(zs + ;L,y4 + kzl) ((0.2)£(0.9,5.9252) = (0.2)?(11.8504) = 2.3701

ks = hf(zq + hyys + 2ky — k1) = (0.2) £(1,7.7028) = (0.2)?(15.4055) = 3.0811

1 1
ys = ya + ¢ (k1 + dky + ks) = 49377 + [L9T51 + 4(2.3701) + (3.0811)] = 7.3604
y(1) = 7.3604

Essa aproximagdo € reazodvel quando comparamos com a solugio do problema em (1) = e? = 7.38906.
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7.2.4 Método RK-4

O método de quarta ordem Runge-Kutta (RK4), onde o ELT é O(h®), para aproximar a solugdo do problema de valor
inicial y'(z) = f(z,y);y(x0) = yo, avalia o integrando, f (, y), quatro vezes por passo. Para o passo n,

ki =hf(Tn—1,Yn— 1)

(
h k
=hf(Tn—1+ 5, Yn- 1+k21)
hf(xn 1+ 5 aZ/n—l"'?)
k4 =hf(zn- L + h yn—1 + ks3) (7.13)
Yn = Yn—1+ = (k?l + 2ko + 2k3 + k‘4) (RK4)

e
Tp=20+n-h

Exemplo 7.5
Considere o problema de valor inicial

cuja solugdo é y(z) = 2. O método RK4 ser4 aplicado a este problema.
Suponha que queremos calcular o valor aproximado de y(1) com h = x; — 2;_1 = 0.2. As aproximacdes para a

solucdo nos pontos da malha (valores de x;) usando o RK4 sao:

k1= hf(zo,90) = (0.2)f(0,1) = (0.2) - (2) = 0.4
= hf(zo + g,yo + I]zzl> = (0.2)£(0.1,1.2) = (0.2) - (2.4) = 0.48
= hf(zo+ 5,00+ 5 22) = (0.2)£(0.1,1.24) = (0.2)?(2.48) = 0.496

k4 hf (o + h yo + k3) = (0.2)£(0.2,1.496) = (0.2)?(2.992) = 0.5984
Y1 =yo + 1(k1+2k2+2k3+k4)

g1 =1+ %[0.4 +2(0.48) + 2(0.496) + (0.5984)] = 1.4917

y(0.2) = 1.4917

ki = hf(z1,y1) = (0.2)£(0.2,1.4907) = (0.2) - (2.9813) = 0.5963
= hf(z, + P 1122 ) = (0.2)£(0.3,1.7901) = (0.2) - (3.5802) = 0.716
=hf(@+ 5+ 5 22y = (0.2)£(0.3,1.8497) = (0.2) - (3.6995) = 0.7399

k4 = hf(a:1 + h y1 + ks) = 0.2)£(0.4,2.2316) = (0.2) - (4.4633) = 0.8927
Y2 =y1 + = (k1 + 2ko + 2k3 + ky)

yo = 1. 4917 41 5 [0:5967 +2(0.716) + 2(0.7399) + (0.8927)] = 2.2253
y(0.4) = 2.2253

kl_hf Ta,12) = (0.2)£(0.4,2.2253) = (0.2) - (4.4505) = 0.8901

(
Chf(ea+ e+ MY Z (02)£(0.5,2.6703) = (0.2) - (5.3406) = 1.0681
(

=hf(rz+ 5y + 5 22) = (0.2)£(0.5,2.7593) = (0.2) - (5.5187) = 1.1037
k4 - hf(:c2 + h, Yo + ks) = (0.2)£(0.6,3.329) = (0.2) - (6.658) = 1.3316
Yz = Yo + G(kl +2k2 + 2/€3 + k4)

1
ys = 22253 + £[0.8901 + 2(1.0681) +2(1.1037) + (1.3316)] = 3.3195
4(0.6) = 3.3195
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ki = hf(zs,y3) = (0.2)£(0.6,3.3195) = (0.2) - (6.639) = 1.3278
ks = hf(zs + L ﬁ) (0.2)£(0.7,3.9834) = (0.2) - (7.9668) = 1.5934
(

ks = hf(zs+ 5.ys + 52) = (0.2)£(0.7,4.1162) = (0.2) - (8.2324) = 1.6465
kg = hf(zs + h Lys + k3) = (0.2)£(0.8,4.966) = (0.2) - (9.932) = 1.9864

Ya =Yz + 1(k1 + 2ko + 2ks + k4)

ys = 3.3195 + %[1.3278 +2(1.5934) + 2(1.6465) + (1.9864)] = 4.9518

y(0.8) = 4.9518

= hf(z4,ys) = (0.2)£(0.8,4.9518) = (0.2) - (9.9036) = 1.9807
—hf (et g+ ) 2 (02)£(0.9,5.9422) = (0.2) - (11.8844) — 2.3769
(

i

=hf(za+ = Yt 22) = (0.2)£(0.9,6.1403) = (0.2) - (12.2805) = 2.4561
k4 = hf(x4 + h ,ya + k3) = (0.2) f(1,7.4079) = (0.2) - (14.8158) = 2.9632
Ys =Ys+ = (kl + 2ko + 2k3 + k)
ys = 4.9518 + %[1.9807 +2(2.3769) + 2(2.4561) + (2.9632)] = 7.3868
y(1) = 7.3868

Essa aproximagdo é uma boa quando comparamos com a solugdo do problema em (1) = e? = 7.38906. O Método
Runge-Kutta (RK4), produz um resultado melhor em menos etapas.
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Capitulo Execicios

= Capitulo Execicios <>

1. Considere o problema de valor inicial

y(@) =5—a%, y(0) =3

5

cuja solugdo € y(r) = bz — & + 3.

a) Encontre uma aproximagéo para y(2) usando os métodos de Euler, RK-2, RK-3, e RK-4, com h =1 e h = 0.5;

b) Compare seus resultados com a solugio exata dada por y(2) = 6.6

2. Dada tabela abaixo:

| Item | Equagdo diferencial | Condigio Inicial | Encontrar j |
Lo | y/(@) = —sen(z) | yo=1 | y» |
b |y =2 y(1)=0 Y3
. | y@ =2 n() y(1) =2 y(2)
[d [ y() =5 | yp=—2 | yn |
le. | y/(2)=3y+sen(x)—2cos(x) | yO)=1 | yn» |

Resolva cada uma das EDO’s pelos métodos de Euler e RK-4 com h = 0.1, h = 0.01, h = 0.001, e h = 0.0001
usando um software numérico.
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